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B i b l i o q r a f i a  

E l  t rabajo que present0 t iene dos partes bien diferenciadas, por 10 
cual he optado por d i v i d i r l o  no en capi tu los sino en partes (Parte I y 
Parte I I ) ,  m a s  un Qnexo en e l  que esbozo, siguiendo a B. Ross CR11, M. 
Gaer & L. Rube1 CG & R], algunos aspectos h i s td r i cos  de l  desarro l lo  
de l  Calculo Fraccionario. 
En l a  Parte I consider0 e l  tratamiento de un problema de B. Ross, 
seleccionado, entre otros, por Thomas J .  Osler en l a  nota "Open Ques- 
t ions f o r  Research", bajo e l  No. 4, el cual consta en e l  "Lecture No- 
tes i n  Hath-, Fract ional  Calculus and I t s  Applications", Proccedings 
o f  the In ternat ional  Conference Held a t  the Univers i ty  o f  New Haven, 
j un io  1974, pag. 376. Basicamente, e l  problema consiste en establecer 
teoremas que permitan evaluar o estimar l a  llamada desviacibn corr ien- 
te, l a  cual 5e produce a1 efectuar una integracidn f racc ionar ia  i t e ra -  
da con respecto a l a  ley de ad i t i v idad  de indices; para ser mis preci- 
so, cuando me r e f i e r o  a in tegracibn f racc ionar ia  estoy hablando, espe- 
cificamente, de l  llamado operador de Riemann - L iouv i l l e ,  esto est 
Se supone que f es una funcidn C - valuada, que a ( l a  terminal o 
entrada i n f e r i o r )  es un ndmero rea l  y que a es un ntlmero complejo cuya 
parte r ea l  es posi t iva.  Bajo condiciones bastante generales sobre f 
(p. ej., s i  f es localmente integrable),  e l  operador an te r io r  e s t i  co- 
rrectamente definido. 
Si,  por o t r a  parte, se da o t r o  ntlmero complejo 0 cuya par te  r e a l  es 
I 
tambi&n positiva, formalmente se puede escribir: 
Hacienda uso de la conocida fdrmula de Eulera 
I a-i a+@-i ( x  - s) (S - t)@-' ds = Be(a, 0) ( I X  - t) I 
resulta valida la llamada ley de aditividad de irhdicss: 
1-I) f(x) = f(x). 
alia a x a x 
Si en una integracibn iterada lea terminales inferiores son distin- 
tas, el problema de Ross consistiri en la deterainacibn de la denomi- 
i 
nada desviacibn corriente: 
donde se indica: 
Hay razones de indole histbrica, que motivan C1 estudio. especifico .;" 
- I del problema de Rose referido a la transformada de Riemann -Liouville; 
estas rarones ertdn esbazadas en el qnexo. ? En payticular, la transfor- 1 
mads de Holmgren - Riesz: 
en la cual f es una funcibn Q= - v~luada general (p. ej., local_mente 
integrable), a E C ,  n 6 IN t.q. !R(a + n) > 0 ,  esta bien definida y ge- I 
neral iza,  como puede verse por' prolongacidn ana l i t i ca ,  a l a  transfor- 
mada de Riemann - L iouv i l l e .  E l  problema de Ross, planteado para esta 
operacidn in tegra l ,  requiere condiciones m&s r e s t r i c t i v a s  sobre f (de- 
be haber un ndmero su f ic ien te  de derivadas suaves); he efectuado e l  
estudio correspondiente, e l  cual se ha l l a  en l as  A c t a s  de l  2do. Con- 
greso Dr.  A. R. Monteiro (Bahia Blanca, 1993, pags. 79 - 93) CP13. 
En e l  and l i s i s  de l  problema da Ross hago uso de un teorema de I .  
Schur CScl, con e l  objeto de estudiar operadores in tegra les  generados 
mediante nt3cleos homogCneos; este teorema tambi9n se h a l l a  con e l  nt3- 
mero-319 en l a s  celebres " I n e q u a l i t i e s "  de G. Hardy, J. E. Li t t lewood 
y G. P6lya [H, L & PI. En este t rabajo u t i l i z o  l a  versibn (mas gene- 
r a l )  de l  teorema de Schur (debida a G. Okik io lu  COk]), a saber: 
T e o  r e m a  
L.l S e a n  ( X ,  a, m X ) ,  ( Y ,  Y, my) e s p a c i o s  de aed ida  u - f i n i t a ,  p ,  r ,  pa 
y pa n 3 a e  ros reeles t .  q .  i 
I I p l r ,  
y sea y~ u n a  f u n c i b n  3.Y m e d i b l e ,  Sa s u p o n e  q u e  h a y  f u n c i o n e s  medibles 
n o  n e g a t i v a s  +a sabre X, #2 sabre Y y c o n s t a n t e s  n o  n e g a t i v a s  y tl 1 2 
ta les  que 
S i  e l  o p e r a d o r  T  e s t d  d e f i n i d o  m e d i a n t e :  
I 
En e l  51  de l a  Parte I seXalo, en l ineas generales, l a  nomenclatura 
basics de l a  que hark uso; en par t i cu la r  introduzco las  funciones 8 
gap (v.  151, tea) 1as que j u g a r h  un importante r o l  durante e l  an& 
l i s i s ;  l as  propiedades y re lac imes  comunea de estas funciones se pre- 
sentan en e l  52, para luego dar, en a1 53, Prop. C1.3.11, una repre- 
sentaci6n in teg ra l  del operrdar ma' (v .  c a m l ) ,  rsr l izdndose el 
r a m  
mismo en cuanto un operador inducido por un ndcqao homog&neo, esto es, r 
nediantc e l  nrlcloo 8:,@. La Prop. CI.3.23 permitgr8 despuds represen- 
I 
t a r  a1 operador D~*', salvo traslacionas, COW un operador del  mi.- 
r,e i 
mo tipo, pero con la terminal superior nule. Dada la  invariencia de la  
medida de Lebesgue respecto de movimientos r ie idos,  esta descomposi- I! 
ci6n me exime del  caso general, que sera retomado en CI.3.181. 
Mediante l a  Prop. CI.3.33 establezco l a  pos ib i l idad de t r a t a r  a1 
ndcleo '(lo sagdn l a  versihn gpmmrsl de O t i k i o l u  del  twrema de Behur L a0 
antes seAalada; se l l ega  a s i  a1 taorema CI.3.43 en e l  que e l  operador 
nap es presentado como un opersdor l i n e a l  acotado entre 10s espa- 
r.0 
I 
cios de Lebesgue ILP( C r ,  s]  ) y Lq( Cs, +a) ) en l a  medida que, haciendo I 
r = R ( a  + p), resulte: 
-1 -1 q = p  - r ,  l < q S + a o , ,  i < p  o 
En par t icu lar ,  para e l  and l is ie  del  caso 
p = i ,  o < r < i ,  i < q < + a o ,  
p = ly q - f i n i t o .  
estudio espacios de medidas mas generalee; asi, en e l  teorema CI.3.61 
e l  operador na*' ( k  - r ea l  nepativo f i j o )  r e w l t a  ser un operador 
k . 0  I 
acotado entre 10s espacios c/ peso L * ( c ~ , o ~ ,  w*)  y eq( CO, +a), w z ) ,  en 1 
I l a  ned$.da que w ( u l q  = @(w2; -u) a.e. u c Ck,O], donde Q€w2; -u] es l a  
1 
) transformada de S t i e l t j e s  de wt en -u CE, PI, 0 L T I .  
I En CI.3.73 doy ejemplos especi f icos de pesos w w en l a s  condi- 1' Z 
ciones anteriores. 
I Con objeto de continuar l a  generacibn de fami l ias  de operadores a 
( p a r t i r  de l  operador de desviacidn corr iente, en CI.3.81 contemplo 10s 
parametros p, q, a' sujetos a l a  condici6n mas general l / q  = la' - l / p l .  I En par t i cu la r ,  cuando i / p  < a' < 1 deduzeo que D ~ * ~  (k - r e a l  ne- 
k , o  
( gat ivo f i j o )  resu l ta  ser un operador acotado entre 10s espacios con 
I pew, L~(C~,QI, wl) y Lq([O, +a), wz), en l a  medida que: (a) EstBn bien definidas, y son f i n i t a s ,  l a s  constantes CO, C1 dadas 
( por l a s  relaciones 
i b )  Exis te una constante 8 t a l  quer 
8 i.e. lul / wl(u) es una transformada de S t i e l t j e s  generalizada de w2. 
En [I .3.103 present0 un ejemplo de un par de pesos en l a s  anterio- 
res  condiciones. Considerando e l  caso r = I, en [1.3.113 pruebo que e l  
operador na" (k siempre rea l  negativo f i j o )  resu l ta  ser acotado 
k,o  
entre 10s espacios LP(Ck,03, wl) y ILq(C0, +a), wz), 1 I p, q I ao, asu- 
miendo que w es absolutamente integrable sobre lR+ y l a  existencia de 
z 
una constante pos i t i va  r t.q. wl(u) 2 E a.e. u r [k,Q]. 
E l  CI.3.123, en e l  que estudio e l  caao r > 1, es una extensibn (pa- 
r a  1 I p, q < m), de l  caso anter ior ,  mantenibndose l a  misma conclusibn 
y l a  misma condicibn sobre wL, per0 en cuanto a w asumiendo ahora 
I 2 '  
Las condiciones que he requekido en CI.3.121 son euf ic ientes per0 
no necesarias; este hecho esta sefialado en CI.3.141 y se dan ejemplos 
a1 respecto en CI.3.151. Luego en CI.3.163 se establecen condiciones 
h bajo l as  cuales naP: L~(c~,oI, lt.11~) ___t ( L ~ ~ C O ,  +m), V ) eS Con- 
k,O 
tinuo. Este and l i s i s  l o  r ea l i zo  para a, fl E IR, 0 < a < 1 I a + fl = v. 
En par t i cu la r ,  en [I .3.173 se soXala que necesariamente ha de ser 
t 
En [I.3.181 vuelvo a l a  consihcracian do1 casb general; enuncio an- 
tonces l a s  condiciones tecnicas, su f ic ien tes  para general izar 10s re- 
sultados hasta aqui expuestos. ~ 
' .  
E l  54 esta dedicado a1 estudio de 10s operadores adjuntos, de 10s 
derivados en 93, del  operador de desviacibn corr iente.  Finalmente, en 
e l  95 hago un ana l is is ,  no ya en l a  norma, s in0  puntual, de l  operador 
de desviacibn corr iente,  llegando a s i  a l a  representacidn: 
c 
1 ( t  - s )  (3- n-i ra-"-' r .  Be(a,n) IYfl - n)  1 
cualquiera sea f E ILL (R, C )  , donde l a  ident idad es va l ida  salvo a l -  1 oc 
gtln subconjunto eventual de medida nula de Cs, +a13 a p a r t i r  de esta 
dtltima fbrmula, en CI.5.33 vemos que l a  se r ie  involucrada es l a  medida 
I-a-C - af )  exact. de l a  desviacian ( I ' ) f ( t )  a.$. t l s. 
r . .  
Con respecto a l a  Parte 11, en l a  Prop. [ I I . 1 . 1 3  es evaluada l a  an- 
titransfarmada de Me l l i n  de l a  funcfbn 93 (v. ts~) ;  l a s  caracter is-  
a*P 
t i c a s  de esta antitransformada l as  estudie, en un marco d i s t i n t o ,  en 
e l  primer t rabajo que hice bajo l a  di reccibn de l a  Dra. Susana Elena 
Trione CP21; introduzco a s i  10s que he llamado espacios mV, como espa- 
c ios de funciones f = f ( t )  de l a  var iab le pos i t i va  t con valores en C, 
indefinidamente derivables, ta les  que cualesquiera sean 10s enteros no 
Estos espacios, con l a  estructura vec to r ia l  compleja natural ,  muni- 
dos da l a  f am i l i a  de seminormas: 
t V l  h tk+t' 1 
Yk,h ( f )  = SUP l l o q  t l  ~ f ' ~ ' ( t ) l ,  
t > O  
deviencn en espacios vector ia les topolbgicos, mas a h ,  espacios de 
Frbchet. Las antitransformadas a l a s  qua aludimos antes permiten vcr. 
en par t i cu la r ,  l a  re lac ibn n YIl, # 8. 
r > o  
E l  estudio de transformadas in tegra les ha motivado l a  construccibn 
de espacios funcionales c l ib icos:  e l  espacio de Schwarz S de funciones 
temperadas (sobre e l  que l a  transformada de Four ier  es un homeomorfis- 
mo), 10s espacios L (en estudios de l a  transformada de Laplace), 
a.b 
10s espacios W (en estudios de l a  transformada de Weierstrass), 10s 
a.b 
espacios H (en estudios sobre l a  transformada de Hankel), etc.. 
P 
En par t i cu la r ,  con referencia a1 estudio de l a  transformada de Me- 
l l i n ,  hay t rabajos ya cl8sicos efectuados en 10s denominados espacios 
%b, 
10s cuales constan de funciones C - valuadas indefinidamente de- 
r i v a b l e ~  8 = 8(t) ta les  que para todo enter0 no negativo m resul tar  
P 
a.b.m 
(€3) = SUP ISaeb(t) tm*' 8"' (t) ( < +oo 
L > O  
donde se ha escrito: 
t-a 
(t) = {t-b ,, 
si O C t l l  
a,b si l l t < + a o  
I ' I 
Para una tal construcci6n, se puede consultar Fung Kang [FK] ,  quienl'l 
haciendo us0 de mktodos de Gelfand & Shilov (CG & S], VOL. 1, Cap. 11) 
obtuviera una definicibn indirecta de la transformada de Mellin gene- 
i I 
ralizada basada en una ecuacih da Parseval, o bien Zemanian (CZI, 
Cap. IV). En particular, la aplicacidn: 1 
e(t) - e-' e(e-') 
establece un homeomarfismo entre 10s espacios I b y L (Zemmian CZ1 
41 a,b 
Cap. 111); asimismo, dado r 6 W, ciwtamente resblta: 
=I -r "r,r I 
m a r  la incluribn anterior 9s ertrictr como puedmverre, p. ej., con la 
I 
tr-t 
aplicacibn 8( t) = definida para t > 01 de la relacidn 
I 
11-r1 
, r e  , 1 = Ym,o (e l  ~ 1 
rigue que la topologia de es mar find que la topologia de ml, 
I, 
! '  I relativa a r,r - t I I 
, I 
I I 
En 51 de la Parte I1 introduzco entonces 10s espacios a, caracte- I 
I 
rizo sus elementos y efectt30 la construccih de algunos de ellos; lue- I I 
go, ya en el 52 de la Parte I1 analizo les estvucturas algebraica y 
I 
topolbgica de iDr; demuestro la dmsidad del esp&io D(R+) de funciones 
indefinidamente derivables, soportadas en subcon$untos compactos de la 
i 
semirrecta positiva y defino un product0 sobre Pr, con el cual este 
espacio deviene en un algebra conmutativa no unikaria la cue1 es rela- I 
1: . 1% I. 
cionada, mediante sendos homeomorfiemos, con ~ O S  estructuras de Alge- 
bra a l te rna t ivas  sobre e l  espacio de Schwarz. 
En e l  93 estudio nuevas construcciones sobre m,, basicamente me- 
diante l a  construccidn de subgrupos c ic l i cos ,  l o  que permite, en l a  
Prop. CII.3.63, l a  representacibn in tegra l :  
Mas e l l a  de este ejemplo especif ico, l a  construccidn provee de un 
m&todo general para generar este t i p o  de representaciones. 
En e l  94 estudio 10s espacios YRr en comparacibn con 10s espacios de 
McBride; e l  auge en e l  estudio de estos t l l t imos se debe, en gran medi- 
da, a l a  de f in i c idn  uni f icada sabre l a  funcidn H - de Fox CM 6 S l l ,  
CK,S & M I ,  KG, G & S l  (v. [11.5.31), propuesta por V. S. Kiryakova C K I  
en 1988. H. Glaeske & M. Saigo [a & 81 analizaron e l  cAlculo f raccio-  
na r io  de l a  funcidn hiperqeom&trica gaussiana introducida por M. Saigo 
CSal sobre 10s espacios de McBride y, recientemente, R, K. Raina & M. 
Saigo CR & S l  h ic ieron l o  propio con operadores in tegra les que admiten 
por n k l e o  a l a  funcidn H - de Fox. 
Y a  en 55,  efecttlo un anAlisis, desde e l  punto de v i s t a  de l  Calculo 
Fraccionario, sobre 10s espacios ¶Itr. Cabe ac larar  que e l  estudio que 
rea l i zo  sabre operadores acotados entre espacios 91r no es e l  mas ge- 
nera l  posible pero, en su defecto, e l  metodo seguido permite l a  con- 
sideracibn de l a  mayoria de 10s operadores cldsicos, esto es: operado- 
res de Riemann - L iouv i l l e ,  de Weyl y de Erde ly i  & Kober; operadores 
que admiten 10s siguientes nacleosr de Hankel, Titchmarsch, Meijer, S- 
truve y de S t i e l t j e s .  l4simism0, e l  punto de v i s t a  adoptado entraRa un 
mCtodo general a1 cual pueden reducirce casos no contemplados. F ina l -  
mente, en 56 estudio mas detenidamente la restr iccidn de homeomorfis- 
mos entre espacios de McBride a espacios I t g  en part icular ,  consider0 
10s operadares de W. Lamb & A. C. McBride CL & McBl y condiciones bajo 
las que la restr iccidn de eetos deviene en automorfismos de a. 
I 
Parte I .  
E l  ~roblema de Bertram Ross. 
91 Sobre l a  notacidn. 
Cuando nos referimos a subconjuntos medibles de IF?, o a funciones 
) -medibles (en general, C - valuadas), sirmpre l o  hacemoe en e l  sentido 
I de Lebesgue. F i jado un conjunto medible a r b i t r a r i o  identif icamos, como 
ed usual, aquellas funciones medibler definidas sobre il, que d i f i e ren  
1 avmntualmentecn algdn subconJuntodraedidanula. 
I Dados un subconjunto medible M de IR y una funcidn medible w de f in i -  
I da sobre M y pos i t i va  salvo, quizas, en algdn subconjunto de medida 
nula de M, escribimos: 
ru lLP(~,w) = { f :  PI - C f es medible, I f ( x ) l p  w(x) dx < +OD 
M 
w donde 1 I p < +OD; asimismo, caracterizamos l a  clase a (M,w) de funcio- 
nes w - esencialmente acotadas, coma l a  formada por funciones medibles 
g: M - C ta les  que, para alguna constante pos i t i va  r, l a  in tegra l :  
es nula ; en par t icu lar ,  una t a l  constante r se denomina cota w - e- 
1 sepcial e indicamos I g I ) a1 inf imo de l as  cotas w - esenciales w a tM.V) 
Asimismo, dada f a ILP(Pl,w), p - f i n i t o ,  hacemos: 
Cuando w % 1 se obtienen 10s espacioe de Lebesgue usuales y escr i -  
bimos simplemente IL'(M,~) % L ~ ( M ) .  




T = { ( r , s , t )  6 R' :  r 9 5  t,'r < t . 
i 1 
En part icular,  van a tener espmcial en nuestro anAl is is  
las  funciones dadas mediantea 
3,s~  
r T - Q =  
V I 





Sa,(3(x) = jm a-i [I + S )  -a-(3 9 
donde IR' es e l  conjunto de todos los nQmeros reales no negatives. 
0 I 
t 




( X  - rla-l ( t  - XI '-' dx. 
a 
Como seiialamos en l a  parte introductor ia,  f i j  Ado un ndmero rea l  a 
escribimos tambikn: 
donde f c L:~=(F?) con valores en C ,  quedmda def ih ida antoncess 
( x  h a). 
Queda establecids en toncas unr correspondenciar 
1 -a 
En efecto si f E I l1(D?),  dado un ndmero A > a tenemos: 
con l o  cual l a  apl icacidn dada en r101 es f i n i t a  a.e. y localmente in -  
tegrable sobre l a  semirrecta [a, +a). Dados, entonces, dos ntimeros re- 
alms a, b t a l e r  que a < b indicaremosr 
a1 operador i terador 
Finalmente, denotaremos tambienr 
i .e .  a1 operador Da'I) permi t i ra  cvaluar una medida de l a  desviacibn 
a , b  
que se produce a1 cfectuar una intogracidn fraccionar ia itcrada, res- 
pecto de l a  ley corr iente de indices, expresada mediante l a  relacidng 
cualquiera sea e l  ntimero rea l  a. 
§2 Sobre lae aplicacionesr 'g a,PY.*a,~* 
La aplicacidn 8 estd bien def in ida  para valores positives, alln ., !( a,P , I  I 
en el caso que solo l a  parte r e a l  de /3 sea posit iva.  
Demostracibn: 1 
Sean x c R*, a, /3 nQneros comble~os con S(P) > 0; podemos escr ib i r :  a, 
donde estatnos expresando a, P con l a  escr i tura  i troducida en tal. n 
S i  al = 0, en tl71 resul ta: 
Consideremos a 1 < 0. S i  - a, - fi1 d 0 as inmediato que l a s  integra- 
l es  en ts71 son convergentes; suponganos - a i - $ > 0. 
1 
ds donde sigue l a  convergencia du ti71 a 
I : 
Dado x E lR+, se ver i f i ca  l a  identidads 
donde =FI(a, b, c, z) es l a  ser ie  hipergeom&trica de Gauss usual. 
Demostracit5nr 
Escribimos: 
donde, como es usual, s i  p, v son ntimeros complejos escribimos: 
cada vez que ! R ( p ) ,  !R(v), !R(p - , v )  no son enteros negatives. 
Dados N t IN e y E U? t a l  que y > x resultar 
1211 
donde: 
La ser ie  anterior converge absolutamente. 
(y E IR poait ivo) .  
I 
- % -oi I 
Como y - (1 + y )  c ( y )  es una f u n c i h  abso lu tamente  i n t e g r a -  
b le  s o b r e  el s e m i e j e  ( x ,  +a), hacemos u s o  d e l  t e o r e m a  d e  convergenc ia  
I 
dominada d e  Lebesgue y e sc r ib imos r  
donde, coma es u s u a l ,  e s c r i b i m o s  (a )v  = i'(a + v ) / r ( a )  cuando a, v son  
ncimeros complejos ta les  que %(a) y 9t(a + v )  no son  e n t e r o s  nega t ivos .  
Ahora, a p a r t i r  d e  tzsl s i g u e  la propos i c idn  4 
; I Dados ntimeros complejos a, f l  con p a r t e s  realm+ p o s i t i v a s  y un real 
x no n e g a t i v o  re t i e n e :  
r 
donde Bl(a,f)) es la func idn  b e t a  i n c o n p l e t a  u s u a l .  
i 
a )  Sigue  d e  la  proposiciCm a n t e r i o r ,  o b ien  h a c i e i d o  el cambio d e  va- 
r i a b l e :  s = t (1 - t)-% en t a .  ] 
Proporicidn C1.2.4) 
Dados una terna (r,s,t) s T y un ndnero posi t ivo p se ve r i f i can  l as  
siquientes identidades: 
C)  3 % ~  (r,s,t) = a:,/) ( r  - s, t - s). 
En par t icu lar ,  cabe descatar e l  caracter homog&neo de l a  apl icacibn 
I %.a dado mediante e l  punto b). Dmmomtracidn: 
a) Sigue enseguida a1 hacer x = ( r  + t y ) /  (1 + y)  en ts~ .  
b) ,  C )  siguen enseguida mediante senci l los cambios de variables. 
53 Sobre operadorer integralas iteradom. 
Seen a, /) E C con partehi reales positivas,f = f ( u )  una funcibn C - 
valuada localmente integrable y r, s e W ,  r I s. Entonces, para t 1 s, 
salvo quizas algdn subconjunto de medida nula, es va l ida l a  identidad 
m 
,as/) f ( t )  = 1 (u,t) du. 
r r m  r ( a )  r w )  
l'. 
Como en t a ~ ,  indicaremos %(a) = at, Ira(/))= PA. 
Sea f c IL :~~(~R,  C)g  entoncesr 
donde: 
Por el teorema de Tonelli podemos ascribira 1 
aa+Pa- 
1263 S Be(gfia) 
r 
Con e l  mismo razonamiento usedo e?n tirr, de tta resul ta:  
du. 
Aplicamos entonces e l  teorema de Fubini  en r 2 r ~  resultando: 
m C 
y l a  tes is  sigue de uat y l a  relacidn anter ior  a 
Proposicidn t1.3.23 
Dadas una funcibn C - valuada def in ida sobre IR y una constante rea l  
c indicaremos ~ = ( f )  a l a  funci6nr 
( V  - r e a l )  
Entoncrs, en las condiciones de C1.3.11 se v e r i f i c a t  
D a d a  f c L:_(IR, C ) ,  r r c r p t ~  un eventual subconjunto d r  nndidr nula 
(que deprnde de f )  de l a  semirrecta Cs, +D) tenemos 
m 
de donde sigue l a  afirmacidn I 1 
I 
Sean a, f i  como en l a  proposicibn anter ior;  escribiremos: 
1 , l < q S + a o ,  1 < p  
0 
P 
- " 1 
p = 1, q - f i n i t o .  
Como es usual, definimos p' a p a r t i r  de l a  re lac ibn l / p  + l / p 8  = 1- 
S i  q es f i n i t o  y 1 < p, sea s un ndmero rea l  tpl que: 
[301 "AX {-I9 - } < S < 
9 
0 
Definimos en t a l  caso: 
./pa 
m(u) = lull ' (U - r ea l ) .  
dientes de k ta les  que 




S C1 m(v)  para v > 0 ;  
1 .  
1 
- 
b) [,' p ( v l q  1 a a , f i ( ~ 9 ~ ) 1  o i-r dv lYq para u < 0. 
mientras que, para q = a, existe una constrnte positiva Ca indepen- 
diente de k t a l  que: 
*/pa 
S Ca cuando v > 0. 
Para v > 0 tenemos 
Por otra parte, para u < 0 resultao 
Indicaremoss 
Notemos que O estA bien definida pues dado 6 0 tenemos: 1 
I 
w  SCU) dwi 5 f wstu' dw < +a pues -1 < %(u). 
0 O 1 :  I 
Por otro lado, dada una constante positiva H escribimos: 
r I I 
w Sco) dw s J d w  < +a, pues !R(u) i 0.  teat-r 
Y 
l + w  
Y 
Con la5 condiciones impuestas a s por tool 10s exponentes de w  en 
re21 y teat estin en e l  interval0 (-1,O); en part icular,  quedan defi-  
nidas l a s  constantes C y C y siguen a )  y b).  
i 2 




0 i-f P ' 
du ] = [ Jk I 1 du ] 
ipor La domigualdad do LtLnkovmki) 
(a - a ) p e + i  ( a -i)ps+i 
pi-i 1 ( w - k )  i i 
= i ( V  - W )  W 1 
l o  qua da l a  constante C. enunciada. 
frorema 11.3.41 
Conservando l a  notacitkt precedente, el operador 
r . .  
nafl es acotedo, 
en cuanto operador l i n e a l  entre 10s espacios B'( ~ r , s ] )  y ~ ~ ( [ s , + a o )  ) . 
E l  cardcter l i n e a l  de 
r * .  
aa*' ce inmediato. 
I I S i  supanemos vdl ido e l  resultado para operado es del  t i p 0  r k.0 nap, 
donde k es un ntlmera r e a l  negetivo, do 11.3.21 sibue enseguida e l  caso 
general. Fi jado entonces un valor negativo k se probara que k 8 0  nap es 
'1 
un operador acotsdo m t r e  10s esp&cibs L ~ ( C ~ , O I )  y ILq( CO,Q)) 1. 
S i  q = Q), p > 1 y tenemos r = l /p;  dados f s I L ~ ( [ ~ , O J )  y un namero 
'I - 
v positivo podemos hacer: 




I r (a)  ( l l f l l  
1 
~ ~ 4 t k , 0 l )  
de donde deducimos que 
k,o 
Pasanos entonces a1 caso q - f i n i t o ,  p > 1. Dk czpl sigue l a  iden- 
0 Sea ahora g o lLP([k,O]) y, coma antes, v un nllbero positivo. Ahora: 
(por rx. s. an 
donde: 
Por tI.3.33(a), en trm resulta: 
t 4 i ~  A.B.C d A. C. Ci r ( v ) ;  
i.e. de cap] y t4i1, para v > 0 obtenemos: 
I r ( a )  r ( P )  e . 0  k. 0 g(v)  I q  s 
- 
a-r  
a ( v j q  J t . ( ~ ) - ~  I ~ ( u )  IP ( U S V ) I  du. < (A.Cil 
k 
Escribimos en tonces : 
+Q) 
p<rq+u 
= (c* .cz l q  I I 0 1 l p  
Vemos que 
k r o  
naP g e ILq ( [ O , + ~ P )  y ademas i 
=I -C2 : ( 1 1  1 1  k . 0  g 11, (r(a) r(1311 
Finalmente, en el caso p = 1, 9 ap, dados u - negative, v - posi- 
I 
tivo, puesto que resulta r = 1 podadd hacer: 1 
1 @ Beta1, ol)* ~ 
Dada h c ~'(~k.03)~ por la rela=ir5n anterior teLetnorz 
de modo que 
k.0 
Dafl h estd def inido 711 
de donde sigue finalmente la tesir~: 8 
Con la notacibn introducida ( tam. v-9 a a alizar a continua- 
i ? 
cidn e l  caso p = 1, 0 < + < I ,  1 < q < +a, 1/q = 1 - +. Completamos de 
e r t a  manera e l  estudio real izado haste ahora, en cuyo marco l a  s i tua- 
cidn presente se da con c i e r t a  exceptionalidad. 
Sean wJ., w dos pesos definidos sobre Ck.03 y e l  
2 
I1 - respcctivamente. 
Supondremos que w w ve r i f i can  l a  relacidn: 
is 2 
w ~ ( u ) ~  - ecwZcv) ;  v - - UI 
semieje [O, +m), 
donde 6{w2(v); v = - U) es l a  trensformada de S t i e l t j e s  de w2 en -u. 
Entonces e l  operador 
est8 b i m  definido. es acotado y ai f c ha([k,O], u*) sc t iener 
Sea f c lLa([k,0], wl)g tenemos entonces: 
~ u e s t o  que f B L'(C)I,OI, wi) 
Nota C1.3.73 
s arb i t ra r ia ,  sigue l a  t es i s  
Veamos, a continuacidn, algunos sjemplos de pesos en l as  condicio- 
j 




Tenemos en ton ces r 
- (u  - *ri log ( k /u )~  
Dado entonces k I u I 0 escribgbbss I 
wl(u) = log (k/u) [ u - k  
Evidentemente, w2 es un peso; asimismo, wi tup iCn lo es ya que se 
t r a t a  de una funcidn no negativa en (k,OJ, con una discontinuidad evi- 
L 
I 
table en u = k. 
L 
tre~ E i  enp 1 o . 
Sea ahorar 
Dado u S O  tenemos: 
S i  k S u 3 0 l a  expresidn anter ior  estA definida, es f i n i t a  
) negativa (en par t icu lar ,  se puede d e f i n i r  B(wz(v); v = 0) = n 1 k112, 
I obteniendose entonces una funcidn continua sobrc Ck,O]). 
Bastar& esc r i b i r  entonces: 
[sol E j emp 1 o . 
Consideramos: 
-c kv 
wz(v) = v e ( v  201 ,  
donde 0 < c < 1. Para u neqativo, tenemos ahora: 
ku 6€wz(v); v = - u l  - r ( 1  - c) lul-= e T(c, ku). 
COW antes, definimosr 
w t ( u )  = [ r ( i  - C) I U ( - ~  eku r ( c ,  ku11"~ 
y, en par t icu lar ,  hacemos, p. ej., wA(0) = m. CIsi tanto w como w Son 
1 2 
pesos, y ambos estan en las  condiciones de CI.3.61. 
Nota tI.3.81 
Manteniendo siempre l a  nomenclatura antes introducida, escribiendo 
tbil l / q  = I* - l / p I ,  
entonces, por l as  condicimes requeridas sobre 10s pardmetros p, q, r 
se deduce que, necesariamente, 
tS2J 0 < * 1 1 + l / p  
La consideraci6n del  caso 0 < r I 1Jp nos ha l levado a1 ana l i s i s  c- 
fectuado en 10s teoremas CI.3.41 y CI.3.61g a continuacidn, pasamos a 
desarrol lar  e l  estudio del  caso l / p  < r < 1. 
Teorema CI.3.91 
Con l a  notacidn precedente, Sean wA, w sendos pesos definidos so- Z 
bre [k,O], [0, +m) respectivamente, ta les  quet 1 
. I (a) EstAn bien definidas, y son f i n i t as ,  l a s  onstantes Co, C, dadas 
I 
por las  relaciones: I 
0 q 7 -a 
C i = lu( w,(u) du. 
k 
(b) Existe una constante 3 t a l  que: 
9 ( b l )  - - < 8. 1' I 




+Q) a ] z: w z ( v )  dv 
v - u  
I ' 
Entonces e l  operador 
k .0  
D~*" e s t i  def in ido lob re  fLP( [k,O], wi ), y 
Y 
es acotado en cvanto operador 1 ineag sobre fLq ( [d,*), wz 1. 
I 
Fijados un nfimero pos i t i vo  v y un ndmero u E [k ,01 se tiene: 
Parte de l a  hipdtesis (a), de ca r i c te r  tdcnico,  junto con rsal, ga- I 
I 
ran t iza  l a  f i n i t u d  de l a  1ntegra.l !, ., 
Por o t ra  parte, se t iene l a  re lac idnt  
Dada mtonces f .s lLp(~k,0], wl) t m e m o s r  
(por La demigualdad de ~ 6 l d e r  y por La hLp6teaim t a n  
En particular: 
En consecuencia, hacienda: 
En def in i t i va ,  puesto que f es arbit;aria, e l  operador 
k.0 
am@ r e  
su l ta  acotado entre 10s espacios L~(C~,OI. wl) Y L * ( C O ,  +m), w2) - 
+ .  .. I 
Presentamos ahora un ejgmplo, que prueba l a  de pesos was 'i'l[li 
, , 8 .  
w en las  condiciones exigidar en [ I  -3.91. sibnrpre con l a  notacidn :Ii' 
2 ' 
introducida antes, escribiremos: 
Notemos, en part icular,  que p ras UQ nSmero ppsit ivo. Consideremos 
1 
s 
, a, b t res  ndaeros ta les que: 1 I 
- 
Def  inimos en tonces: 
donde, como hasta ahora, k es un qQmer.0 negative. 
iT 1 
En part icular,  dado x > 0 resultao 
t 6 i J  a { W  ; XI = Ee(a, b - a + p)  
P 2 
x a-p F [ a ,  b, b + p, 1 - - a! i 
l k l b  
" I I k l  
En concordancia con l a  condicidn (b2) del  teorema anter io r  de f in i -  
mos w mediante l a  relacibn: i 
td21 
Notar que l a  funci6n: 
ea pos i t i va  sobre [k,O], par t ra tarse de una ser ie  de thrminos pos i t i -  
v w  y ,  en par t icu lar ,  
de mod0 que wi e s t A  def in ida en todo punto. 
Pasamos entonces a v e r i f i c a r  la condicibn (a) de C1.3.91; por r a z ~  
podemos escr ib i r :  
t 
- -  - i-r A - r  
w*(u) = [ 1.1-8 e P w r - 1 ] 
donde se ha esc r i to  
Por o t ra  parte dado u s [k,Ol y haciendo uso de r-I tenemos: 
Podemos escribir: 
Puesto que, por toel, p > a, conrluimos, por apllicaci6n del cr i te-  





= M [ l ~ l - ~ + ~ - ~  2 F i [a, b, b + p,  I + - # , ' , + .  * F 
I I * ,  du. 
\ '  
La i n teg ra l  an ter io r  resu l ta  f i n i t e  pues 0 < r < 1 v 8 C a - p. 
Por o t ra  parte de t-I es inmediata l a  desigualdadr 
t70J 
Y podemos hacer: 
cpor t t p b  
Eata rlltirna in teg ra l  es f i n i t a  por rsm. 
Proposicidn [ Im3.1 l1 
Sean r = 1, wi, w2 pesos definidos sobre tk,Ol, KO, -1, respecti-  
vamente. Asumiremos quer 
(a) Existe una constante pos i t i va  c t.q. 
Entonces, si 1 5 p, q S m, el operador 0-l) es acotado entre 10s k , o  
espacios lLP(~k,Ol, wi) Y lLq(~Op + w.1- 
Drmcrrtrrcidn 8 
Considersmos l as  siguientes dcrigualdadesr 
1 En efecto, dada f o lLp([kS0l, wi) (1 S p < a)! tenemos 
0 0 
En par t i cu la r  en e l  car0 p = 1 en el raronamiento anter ior,  l a  p r i - 8  
mer desigualdad puede obviaree obteni&ndoso l a  segunda, s i  conveniraoo . ,  
que l/a, = 0. 
 or o t ra  parte, por l a  condicidn (a) results bue 
I 
y razonando como en 1731 sigue t ? i ~  para e l  caso p m. t 
En cuanto a wn, para q f i n i t o  y f e ka( 10, a)l) tenenosi 
w * ( x )  dx I- tI f l l : ,  I /  *2 1 1  . n uo,ao) a (to,+-) 
- m Seanos coal en e l  caso q = a. S8% 9 naD( CO, + ) ) ; dado entonces un I 
ndmero rea l  A t a l  que A > I I g I se tiene: 
0- U0,aD) 
pues el doninio de integracidn on r?61 es un conjunto de medida nula. 
Luego resul  t a  1 ) g I 1 I A. Deducimos a s i  que 
a (t09aDsWn I 
2 
i .e. sigue 1721 tomanda C( W, ) = 1. 
Dado. ahora I I p d m, una funcidn h h hP([k,0], w*), escribimos: 
y par t t z ~  se deduce l a  tesis. 
Siarnpre con l a  notacidn que precede, Sean ahora * > i, w w pesos a '  2 
pesos definidos sobre tk, 01 y CO, +w) respectivamante. fisumir~mosr 
(a) l a  existencia de una constante pos i t i va  c t.q. 
(b)  que l a  integral 
es f i n i t a .  
Entonces, para 1 I p, q < oo, e l  operador k.0 na" os seotado entre 
10s espacios hP([k,0], w,) y lLq([O, 4r), w2). 
Demstracibnr 
La prueba de esta proposicidn es bhicamente l a  misrna quc la dada 
m I I . 3  111, en efecto s i  f e ~ ~ ( t k , 0 3 ,  wa), 1 d p d m, dado q 2 1 fi- 
n i t o  podemos escr ib i r :  
10 que da entonces l a  tesis.  
Notr CI.3.131 f I 
Veamos que l a  atirmacidn antekiar no es ".lid s i  q  = m. Para e l lo ,  I?! 
sea" w c L~(CL,O]) una funcidn con una cota esencial i n f e r i o r  pos i t i -  l l r ,  
i i! b 
va y w un peso sobre KO, +m), con int ibgral '  pos i t i va  sobre toda =em%-' : 
2 
rrecta. Notemos quer i t  r 
k.0 
DasP 1 ( v )  = 
t 1  1' 
- 
1 [ ( v +  1 . 1 )  a*P i l k I ~ v ) ~ B e ( a + l , p I  v ~ + ~ ] ,  , ~ t '  I 
r ( a + i )  r ( 0 )  
donde heros representado por 1 a la funcidn l ( u ) =  1 (u 6 Ck.01). 
Vamos a suponer que a, f3 c: ( 0 ,  +ap) y a + /3 > 1. 
Dado un ndmero pos i t i vo  4, es va l ida  l a  desigualdad 
l o  que pern i te  ver que la funcidvn Oa" 1 es no negativa. 
Ademas tenemos: 1 k? 1 
~ ~ ' 1 )  1 ( v )  P M cuan- Por e l l o ,  dado H > 0, ex is te  K > 0 2.3 qur k,o 
.i !, , : ;. , , do v > K, de mod0 que 
w2(v) dv 2 w2(v) dv. 
< k,o~Qp 1 2 M 3 K 
Por l a  h ipbtes is  hecha sobrc w2, de l a  desigualdad anter ior ,  vAl ida 
para M > 0 a rb i t r a r i o ,  deducimos que k,o na,p I r I L ~ ( C O ,  -1, wz). 
Nota C1.3.143 
En CI.3.121, la5 condiciones requeridas sobre 10s pesos son su f i -  
cientes para garant i ta r  l a  continuidad de l  operador k,o 0~9'.  ~n gent- 
r a l  estas condiciones no son necesarias. Si consideramos p > 1, hace- 
mos w ~ ( u )  = (ulX con 0 < A < pip* (u c Ck, 011, w2 en l a s  mismas con- 
diciones de tI.3.121, entonces nap' sigue si rndo un opcrador r co t r -  k,o 
do ent rc  10s espacios lLP(Ck,Ol, wi) y ~ ~ ( 1 0 ,  -1, w2) para 1 5  q < m- 
Nota CI.3.133 
Vamos a considerar a, /3 ambos reales, positives y a + 0 2 1. 
Notemos que e l  operador k,o D ~ * ~  no r s t 4  dc f in ido  sobre e l  arpacio 
A 
~ ~ ( c k , 0 3 ,  lul s i  x 2 p/p'. 
aoj En efecto, dado ( > 0 ascribiremas A - p/p0 + e ,  f ( u )  - l u l T  don- 
A Entoncas f c hP([k,0], ( u l  ) y ademas para v pos i t i vo  resul ta :  
de 'modo que k,o na9p f E OD. 
tail Si p es f i n i t o ,  p 2 2, l a  funcidn 
1 +a, 
pertenece a1 cspacio ILP([k,0], ( ~ 1 ~ ' ~ ' ) .  
1 Por o t ra  para v  pos i t i vo  tenetnos: 
y puesto que: 
d /d t  Clog ((log t"l-'I 
t-' ( l og  t-')-2'P i 
d/dt  [ - ( I  - f/p-' (109 t-i)i-2'p I 
3 B  , 
na,P g , 0. la dltima integral es divergent., es dmcir, k,o , 
r eu  Dado 0 1 t I I k ( ,  escribiremos . i 
Entonces s i  q 2 1, q - f i n i t a ,  
es decir, h E I lq( [O, -kl ,  l / t )  Qnicammte ei q > 1. (En par t icu lar ,  se 
t iene ( ( h ( 1 a = 1). a <to,-kl,i/t) j--. . 




demos d e f i n i r  en forma arb i t ra r ta ) .  Dado p > 1, p - f i n i t o ,  por cons- 
truccidn result. H e ILP([k,0], ( u ( ~ ~ ) A  y si v es pos i t i vo  
0 1 -k 





;DQ'P H = m. 
P r o p or i c ih  LI.3.16J h 
I 
Sean p > 1, q 2 1 ,  ambos f i n i tos ,  a, 6 R / 0 < a < 1 s  a + f3 = f. 
I Dados u, A a IR / o < p ( l / p 8  - (3), - 1 - / )q  < A < - q(r - 1) - 1 e l  
operador a f3 A L) : lLP([k,o], lulu) --r hq([o, +m), v ) cs  acotado. 
I k,O Damostracibn. 
Dado u c tk, 0) ex is te  M > 0 t a l  que 
qtr-i) 5 tBe(a, l))lq 1 ( v  + l"l ) vh dv. 
Asimismo tenemos: 
qtf-I) v A d v o J  v q t f  -i>+A dv. 
M M 
La ~ l t i m a  in teg ra l  sera convergente s i i  A < - q ( r  - 1) - 1. l4demds: 
+cn +OD 
es decir, Sap ( x )  5 1)-' x-O si x > 0. Entonees: 
donde C es una constante pos i t i va  independiente de u. 
Puesto que 0 < a < 1, - 1 - Pq < X < - q(V - 1)  - 1, tenemos: 
4 +a T 
donde D es una constante p o s i t i j  
De re21 y resl deducimos l a  existencia de una constante E > 0 inde- 
pendiente de u t a l  que 
I E 
IT(a) r ( P ) )  I 
I r Const. 1 1  f 1 1  
aP,tk*&~>f;r + 
Nota CI.3.171 
Formal men t e  tenemos l 
k,O 
D ~ ' ~  f ( v )  3t% " f .(*) du 
$4 j , )~ k 
n 
y resu l ta  inmediato que k,o Dfi  ! i +m), v ) cualquiera sea e l  
I 
nQmero rea l  A y q 1 1. 
S i  consideramos a > 1, usando t s l  podemos escr ib i r :  
I tB51 f,p(~,V) r 1ula-l J, p. 
Dados p 2 1, p - f i n i t o ,  u < p/p8 y una funcibn f o IL~(C~,OI, lulu) 
no negativa a-e., por t e a l  se t iene 
;oU'P f ( v )  1 v t861 
k,o 
&-fa-' f ( u )  du. 
r ( 1  + 0 1  
En par t icu lar ,  l a  i n teg ra l  anter ior  es convergente pero, como en e l  
' 1 caso anterior, A ~ a . 0  t ~ L ~ ( c o ,  +m), v para t o d o ~ a ~ ,  q 2 1. k.0 I Nota CI.3.183 
Finalizando esta secci&n, indicaremoe las  condicionas bajo las  cua- 
les  se dan 10s resultados, que hemos desarrollado hasta ahora, en 10s 
casos generales. 
Como ya hemos seEalado, C1.3.21 permite l a  reduccibn de l  ana l i s i s  a 
10s casos tratados. En CI.3.61, e l  operador na' es acotado, como 
r # 
operador l i n e a l  entre 10s espacios ~ ' ( [ r , s l ,  w;) y lLq(Cs, +m), w;), 
con l / q  = 1 - r, s i  se da l a  r e l a c i h  
E l  teorema CI.3.91 serb ve l ido para l / p  < r < 1, l / q  = r - l /p ,  a- 
I hora con l a  ob tenc ih  de un ohrador  ecotado en t r e  espa- 
/ cios tLP([r,s], w;) y lLq([s, +m), w;), s i  se reemplaza l a s  condicioncs 
1 I (a) y (b2) por las  nuevas condiciones (a ' )  y (bm2), respectivamente: 
I (a') Estbn bien definidas, y son f i n i tes ,  l as  constantes CA , C; dadas 
por las  relaciones: 
(b)  y l a  i n teg ra l  
I I 
.- - 
r i '  w; ( Y )  (b82)  w;(x) = ( 5  - x ) ~  -- a 
(y - x )  P '  
donde a > - q/p' . 1 
La Prop. C1.3.121, de l a  cual sique en pa r t i cu la r  CI.3.111, ss va- 
l i d a  en e l  caso general, resultando na8' acotado, como operador li- 
r . 8  
naal entre 10s espacios k ' ( ~ r ~ s 3 ,  w;) y p ( [ s s  +a), w;), s i  se reem- 
I 
plazan l as  condiciones (a) y (b) poro 
(a ' )  ex is te  una constante pos i t i va  6 t.q. 
1 
w;(x) 2 6 ,,, a.e. x s Cr,s3, 
e 
t C-.l f" IY - .I w;(Y) dy 
es f i n i t a ,  respectivamente. - t  
Asimismo, en las  mismas condiciones de CI.3.161 sigue que 1 
u es un operador l i n e a l  continuo entre 10s espacios ILP( ~r , s l ,  ( s  - x )  ) 
1, - I  ? .  A y eq(cs, -1, (y - s )  1. $4 Sobre lm operadores rdjuntor.\ 
A continuacibn vamos a hacer uso de la identification corrienteo 
ten ( L P ) ' ( ~ ~  p )  E kPi8, p )  I ( I  d p < +o, l/p + l / p a  - i) 
de 10s espacios kP i8, p )  y: i 4 . I d !  tee J (kP) (8, = { p: IlP(d(, p )  -- C ,  (I - operador l i n e a l  acotado 1 
donde hemos, representado mgdianke e l  par (#,p), a un espacio de me- 
dida u - f i n i t a  a rb i t ra r io .  En par t icu lar ,  racordkmos que eeta ider i t i -  




' icacibn es v i a  un isomorfismo isomdtrico. I Dados entonces f r ILP(@, p), g r tp ' (X ,  p )  escribimos: 
se rea l i za  de esta manera, cada elernento de ILP ( 8 ,  p),  como un fun- 
:ional l i n e a l  acotado sobre ILP(#, ~ 1 ) .  Asimismo, siquiendo l a  nomen- 
: latura corricrite, si ( 8 ,  p ) ,  (3, v )  earl espacias do medida u - f i r r i t a  
r T: tlP(do, p )  - tlq(!), v )  es un aperador acotado ( 1  S p, q < +ao), 
'lndicamos median te: 
POI T * :  (nq).(g, v )  - (ILPI* (8, 
/il operador adjunto dc T, det in ido prrrg 
Proposic ih  [1.4.1] 
Si a, f l  son nQmeros complejos con p r r t e r  reales por i t i va r ,  e r c r i -  
re tiene: ( 
r.. 
en tonces t 
I Dwomtracidn # 
- 
Sean f r ILP([r,sl), g c ILq'([s, +aa)); entonces: 
coma sigue por l a  desigualdad de,Wlder. Por CI.3.41 l a  l l l t ima expre- 
f! e * 
sibn es f i n i t a .  Tenemos ahorar 
r 
de donde sigue l a  tes is  1 i I- 
P r o p o r i c i h  CI.4.21 I C 
Consideramos dos nbmeros realms f i j o s  r, s, t .q. r < s, y sendos . 
Q : 
pesos w; , w; definidos a.e. sobre Cr,s3 y CS, +i) respectivamente, en 
las  condiciones establecidas par case qeneral en CI.3.183. 
E6 vdl ida l a  siguien t e  representacibn 8 
Haremos l a  prueba de b), ya qua en* l oo  caws restantes e l  argument0 
' I 
a utilizarse aerA bAsicementc el mismo. 
b a n  f e L ~ ( C ~ , S I .  W; 1, g c L ~ ' ( c s ,  +co), w ' ) ;  entonces: 
2 
1 < r , .  D ~ , * ' " ~ ( Y ) ,  s ( v )  > V *  t y ~ d y  
2 
I ' 
< SConst. ( 1  t ( 1  I I-: IL <tr,e~,v ) 1 1  g 1 1  i aq'<t.,+aa,v > 2 
" pmo sfgue por l a  desigualdad de Wlder .  For CI.3.183 l a  dl t ima expre-  
' r idn  es f i n i t a .  Pldemds8 








I , ,- = < ~ ( X I .  (=,. na.(3 ) ' ~ ( X I  )v.tx)& i 
de donde sigue l a  tesis  
§5 El analisis puntual 
1 (1) Es vdlida la desigualdad: 
( N rs IN; z c C, ( z (  < 1). 
. . 
I 
(2)  Sea no = [ $$- 1. Dado n k W pc~l~mos escribir: 
- n 
P 
Si no = 0. i.e. si 0 < I c (  < p - 1, dado J e P/ rrsultaria: 
de modo que 
I l - I - I s i + I L L < p  
j j 
y por t p e ~  y t-I podemos concluir qum: I 
S i  no 2 1, dado j > no tenemos: 
de donde 
t 102J  
.En consecuencia : 
. de ddnde sigue (2) 1 I .' . - 
Propomicit5n [Im3.2J 
Dados dos nhe ros  complejos a, con partes realee posi t ivas y una 
( - funci6n localmente integrable f: I - C, es vAlida l a  identidad: 
1 ( t  - S) /3- n-i I - r [ f (s) Be(a,n) r((3 - n) 1 
a.e. t 2 s. En par t icu lar ,  l a  se r ie  anter ior  se reduce a la suma de 





(por Ex. 2. aacb) 
Por o t ra  parte, dado un e n t e r o  positivo N escribimos: 
r-i 
I 
=N n + %(a) IC" n -
(por CPI y cx. s. ZI(Z)) 
, , .  . I  
7.r )" J I f t u ) I  
t - f  
r 
S r(r)  [r(a) r((3) ( t - r  
donde h ic imos  : 
t - r  
Por C1.5 .21(1)  en  tsoa r e s u l t a r  
< S r(r )  l f ( t ) l  N-* t - r  
~rca) rep) 1 r t  
Como N es a r b i t r a r i o  concluimos entonces :  
1 ( t  - s )  (3- n-i ( - 1 1 ~  I - r . 
=o n B e ( a , n )  r((3 - n )  
D e  ti041 y t ioe~ s i g u e  l a  tesis m . ' (  
Nota C1.5.31 
D e  la  r e l a c i b n  t i s l .  con la n o t a c i t h  y e n  l a s  c o n d i c i o n e s  preceden- 
tes, la  siguiente r e l a c i b n  es v8lida awe. t 2 s: 
I I 
( - 1 1 ~  1 ( t  - s )  f3- n-i 
-E:o n r .  I- r ( ~  - n )  I - [ f ( 6 )  Be(a,n) 1 
1 Tenemos entonces una medida onacta de la deeviacibn que se produce 
a1 efectuar integraciones i teradas de orden a y /3 (en l a  terminologia I 
- 
empleada por Bertram Ross) y una in teg ra l  f racc ionar ia  de orden a + p. 
Sean f: R - C una funcidn localinente integrable, a, (3 e C ntime- 
f b  
ros complejos con partes reales pijkiti%as, r, s 6 R, r < 5 .  Entonces 
s i  N es un enter0 pos i t i vo  dado, para t > s, except0 quizas algQn sub- 
conjunto de medida nula de l a  se r i r rec ta  (s, resul ta:  
aiendo l a  constante anter ior  independiente de N. 
Demostracibno 
Comenzamos escribiendo: 1 .  
n + a  ( t  - U) P-n-i du 1 
9 
t - r  
donde la constante C1 anterior dependc de r, s y t. 
Vamos a indicar: 
=2 
t - r  
(-1)" 1 ( t  - S)  I - 
@- n-i 
Be(a,n) r r ( P  - n)  I 
I =i 
J r ( a )  r ( @ ) ~  I I  l l  1 a Ctr*ml, [ s - r  Z" in + a1 t - r  
( r ( a )  r ( @ )  I
1 - [ s - r  1"2 N L t - r  J 
Los espacios a. 
- 
Proposici6n fII.1.11 
Sean a, /3 nllmeros comple~os con partes realms positivas; entonces: 
% 1 
donde x es un ntimero positivo, 
=%P estd dada.por r a  y ,  en general: 
= jm .c-. (.) ds 
0 'I 
, I  
es l a  transformada de Mell in dr una funci6n 4= - valuada f = f ( s )  (to- 4, 
1 I 
da vez que l a  expresidn tslra poser ~ i h l t i d o )  , evaluada en c c C y  , a- 
4 Y I 
represent. l a  funcidn gamma ineahp%kia en loss parimetros h r C ,  y  r ~f , ,  
Nota CII.1.23. 
A r a i z  de l a  proposicibn anterior, vemos que cada una de l a s  ap l i -  
caciones: 
I definidas sobre e l  semipleno 
C+ = { I) C: ~ ( 0 )  > 0 7 1 
admite l a  "antitransfarmada" de Mel l in  def in ide mediante: 
Vamos a ind icar  mas brevemente: 
-u 
t i i l l  f (u) = e r(a, UX), 
a x  
Notemos, en par t icu lar ,  que l as  funciones a s i  def in idas son i n f i n i -  
tamente derivable5 sobre R+; por o t r a  parte tenemass 
Por o t ra  parte, dado un entera pos i t i vo  k y una funcibn C - valuada 
g con derivadas suaves hastr e l  orden k resulta: 
Esta lLl tima identidad puede ektablecerse ' por computaci&n d i rec ta  o 
1 
por induccidn en k. 
C I 
Ademas, dado5 dos enteros positivos p, k,  p < k ,  de trim sique: 
1 I 
Escribiremos: 
de mod0 quer 
Consideremos un ndmera pooit ivo rg reeulte entonces: 
ti211 
k+a' 
u ~ l n  u lh  fIk' (u) , +  o ( u-O* / u- +a) 
a , x  





- - . - . -- - - A .-.-L 
En efecto, de tsar,  y t izo~ basta notar que s i  a, b son ntlmeros po- 
s i t i v o s  cualesquiera, n es un enter0 no negativo, entonces: 
Def in ic i6n CII.1.31 
Dado un ndmero rea l  r ,  llamamos litr a1 conjunto de todas l a s  funcio- 
nes f t  ( 0 ,  +a) - C ta les quet 
(a) f es inf in i tamente derivable en todo su dominio. 
(b) Dados enteros no negativos k, h cualesquiera resul tar  
Nota tII.1.41 
Par CII.1.23 sigue que: 
Nota CI1.l.SI 
Es inmediato que W1, admitc unr er t ructura v r c t o r i a l  compleja natu- 
ra l ;  dada f 6 IIZ, y enteros no neqativos k, h, podemos de f i n i r :  
t ¶'I De esta fo rm,  l a  fami l i a  de seminormas ykPh Ikeh indace sobre a 
una estructura ds espacio vec tor ia l  topoldqico localmente convexo. 
P r o p r i c i t h  CII.1.61 
Sea f: (0, +a) - C una funcidn indefinidamente derivable. 
Entonces f E YJt* o i  y solo s i  la funcidnr 
- r x  f o ( x )  = e f ( e -x )  ( x  6 R) 
es temperada, i - e .  s i  fo c S(R). 
Supongamos que f 6 mr; dado o (NO,  x rmal , tenemos: 
1. En general, podemos escr ib i r :  
I '  
donde 10s coeficientes cP's son-nhmeros enter09 que no dependen dm f .  
9 
Escribiremos: f 
tlZdl d q = [ ; ] ( - r ,k -P  cp. 
=q 9 
De las  fdrmulas anteriores: f ' - I C  -I 
Dado ahora o t ro  entero no negativo h tenemsg 
r . 
.! 7 I 
t r 1  plk ,,,(f) + d Err 
s i  I < 1 y Y p , h ( f )  I 
Como f c W esta l l l t ima ~ ~ & ~ , ~ q . . f i n i t a ,  y como k ,  h son arbi- r I 
Dado un entero posit ivo r 
d' 
- Cfo(- I n  t )  J = fr 
dt' 
dr l f t B ' ( -  o I n  t )  
=i 
donde l as  con.tnntc9 d:*s son cnteras e independienteci de f o g  en par- 
[ . - .  . t i cu la r ,  harmos 
: . - 
, ... 
1 s i  r = 0, s = 0, >I - 11311 dr = { 
8 0 s i  r 1 1, s = 0 a bien r = 0, s > 0. 
Dado ahora un entero pos i t i vo  1 resulta: 
Hacienda entonces: 
tenemos : 
f(L'(t) = t-*-' 24: f i m ' ( -  l n  t ) .  
=o 
De l a  expresidn anterior, dado un entero no negativo m sigue: 
y como asumimos que fo es una funcidn temperada, sigue l a  t es i s  
(a) Dado r c U?, l a  funcich, f ( t )  = k-r-Lnt ( t  > O ) ,  pertenece a1 espa- 
c i o  mr; esto sigue enseguida como consecuencia de l a  proposicidn ante- 
r i o r .  
A (b )  Eecribiendo f ( t )  = t ( I  + t)' (t - posi t ivo) ,  dondc A, w son nd- 
meros complcjos f i j o s ,  se t iene f o a s i i  - R(A) < r < - A(' + A).  
(c )  Sea f ( t )  = I n  ( 1  + t )  ( t  - p o s i t i v o ) ~  entonces f c a s i  y solo s f  
-1 < r < 0 .  
1 ( d l  Dado r E IR, se define: *. I 1 I 
f ( t )  = t-* l n t  Cosech(1nt). i 
Entonces f E 89,. En efecto, bas ta r l  ver que l a  apl icaci6n 
es temperada. Escribiremosr 
11881 84x1 
En par t icu lar ,  cabe aclarar~ - 
x Cosechx 
( X E I R ) .  
luca 8 nd esta pbopiamente def in ida en 
e l  cero, pero resul ta:  
l i m  8(x) = 1 
x -0 
i.e. 8 posee una discontinuidad ev i tab le  en x = 0, y consideratnos L.. 
tonces 8(0) = 1. 
Dado k enter0 posi t ivo,  probaremos.:quer 
4 
donde 10s pk ' s  son funcioner l i n r a l r s  del  t ipo:  
m 
ti401 pk(x )  = ak x + bk 9 a k p i b  k 
m m m m m -m 
-m , bk = - bk ( I m (  I kl 
k sicndo l a r  constantes am 's, bk *r funcionrs dm k y m. 
m 
En par t icu lar ,  tenemos: 1 
1" , y se v e r i f i c a  nuestra afirmagie ., . 
Suponiendo c i e r t a  l a  fdrmul n pare k escribimos: 
k 
= (ex - e-X)-k-2 x*' [ (-*-I) pk m-i ( X I  + a_ + (!-I) pkl(x) ] e mx 
=-k+l I 
H a c e m o s  e n  t o n c e s  : 
t i 4 S 1  
( x )  = - k k  a x - a  - bk k  
- k - i  - k  -k ( X I  = -2 + 3 k + i  x - a  - 2 b k  
- k + i  - k + i  
k +i y de  las f b r m u l a s  anteriores s iquen  enseguida 10s valores a 
m  ' 5  , 
H a e i e n d o  uso d e  ti401 se time a: = a k  = a  k  
-k ak- i  y , por t i 4a1  -k+i 
resu 1 ta: 
t i441 ,k+i = k  +i - - - a k  k+i a- k-i k  a 
k+a = a k+i = 
-2 a k  k -k k-i 
Por otra parte dado un e n t e r 0  m tal  que In1 I k-1 se puede.escribir :  
b k + i  - pm k  +i (0)  = (-k+m-2) pk (0)  - ( k + m + 2 )  pk (0) + am-i k - a k 
m  m-i m+i m + i  
y ,  por otra parte: 
- 
dpk+' m  
-  
dpk 
m-1 - dpk 
= (-k+m-2) - m+ i ( k + m + 2 )  -
d x  d x  d x  
resultando valid0 el paso inductivo. 
De las relaciones ti401 y t i r i a  ee deduce entonc=s la relacidn 
la cual es vdlida para k c INo, y x cualquier nrlmero real no nulo. 
Puesto que 8 deviene en una funcidn anrlitica en tqdo punto el eje .: ( / 
real, posee derivadas suaver de todoe 10s brdenes (aan en cero 1. 
Sean ahora: n E IN, m, k enterps no negativos t.q. m I k.  
. i :  
I 
En tonces : 
(1 + exp(-2m Ix()) 
k +A 
expC(k+l-m)(x(J (1 - exp(-2 1x1) 
De las fbrmulas r i r e ~  y ti4m resultat 
1 im 1xn 8'*(u)) = o 
x -----+ + a0 I 
cuando m, n son enter08 no negativor cualesquiera; coma E c*(R) si- 
gue, en definitiva, que 8 es temperada. 
92 Sobre las estructuras alpobraica' y topo16gica ' de ilr - 
El espacio x)(IR+), de lao func 4 ones C - valuadas indefinidamente de- 
rivables con soporte compact0 contenido en la semirrecta (0, +a), es 8 I T , ;  
I 
denso en Wpm 
DemomtrrciCln: 
Sean f s y hagamos: 
En part icu lar ,  C t D(R+) y Sop(q) = t-1, 13.  
Dado n s l?4 definimos: 
donde 2 
-n n 
es l a  funcidn caracter ist ica del in terva l0  [em", en]. 
to , * I  
Evidentemante fn c I)(R+) y Sop(fn) - tdnr en]- 
Sean k, h enteros no negativos, E > 0.  Sabemos que ex is te  un nQmero 
posi t ivo 6 t a l  que: 
t i s a ~  tk+' ) l n  tlh ~ f ' ~ ' ( t ) l  5 c si 0 < t < 6 o b i e n  si t > 1/6. 
Por o t ra  parte, C ( O )  = 1, de modo que exis te un ndmero pos i t ivo  r 
t a l  quea 
c i s 4 1  
Sea no = 1 + C ~ / T  I n  1/63, donde 10s corchetes indican l a  funcibn 
parte entera. Considerenos n c IN t a l  que n 1 no; podemos escr ib i r :  
t i 5 5 1  f ( t )  - f ( t )  = f ( t )  
n [ t ,  ln (t) - 1 I ( t  E R+) .  n 
Podemos suponer que T < 1, de mod0 que n > I n  1/6. 
Si consideramos e-" < t < en tenemost 




I 1  
I 
dk tk+' i l n  tih - 1 dtk n 





donde hemos indicado: 
t 
11581 1 1  c ( ' )  1 1 ,  s ) ~ ( ~ ) ( t ) l  ( 0  5 q 5 p) .  
Por 10 tanto: * 4 
tk+' ~ l n  t lh  1 ~f ( t )  
dtk 
+ 
t i 5 9 1  
n 
I 
L i b 0 1  t ..1 
=a - 
Por o t ra  parte, s i  6 5 t 5 116 entonces dnT d t S enT, y por c i s 4 1  ,- 
y t r s p ~  resu 1 ta  : 
1 
tk+' i l n t l h  - I dtk I 
1 I 
t r 1  ( 1  1 1 n-' 1 1  t q  I 1. + r rk ,b ( f ) -  I 
I 
r)- 
De c i a o 1  y ti-] deducimosr 
Wends, sobre ( 0 ,  e-"3 U [en, +m) result. f n  a 0, y por us92 
" ' ( f  - t) - o (n  - +m)g coma k ,  h Dveda a s i  probado quc yk,h
n  
son enteros no negativos arb i t ra r ios ,  sigue l a  t es i s  a 
Nota tII.2.23 
Dada f c Rt,, quedan inducidas lap  aplicaciones: 
r ( definidas para x. y o O?. Sabernos que f - M f es una corresponden- 
c i a  entre 82, y e l  espacio de Gchwartz S(R). Dado y E R tenemos: 
) Y a s i  Mr esta bien definida. En par t i cu la r ,  as inmediata la identidad: 
M, de manera que mr -+ S(IR). 
I , .  . 
t .. 
,'? 
Proposicidn CII.2.31 i 
4 i .  Dadas f o a, g 6 ( g r ,  escribiremosa 
1 
+a u. 
En tonces r 
( i )  f o g e r t h  bien definida. 
(iii) ( 0 1  es un Algebra conmutativa sobre e l  cuerpo C .  r ' 
r ( i v )  M es un homomorfismo dm Algebras entre (a, a) y (S(IR), I ) ,  don4 
de el asterisco representa e l  procesg de convolucidn usual. 
t (v )  Dlr es un homomorfismo de algebras entre (Ir, 01 y (S(R1, 0 1 ,  don- 
de 0 representa la mult ip l icac idn corr iente punto a punto. 
Demostrrcidn~ 
t i )  Dado t > 0 tenemos: 
( i i )  Por t i e l  resulta: 
En forma induct iva sigue entonseso 
f !i;;,, 
L I 
Sean k,  h c Mom Ahora: 
h k+!' ( I n  t )  t ( f  o g ~ ' ~ ' ( t )  = 
ti701 
S i  escribimos, para s > 0 ,  t > 0, 0 I p I h, 
h ( l ~ ~ t s ,  t) 1 B 5'-' ~ f ( s )  (I" sjP1 yr'l k.  h-p (9) 
Finalmen te, par r i 7 ~ :  
y, aplicando e l  teorema de l a  convergencia mayorada de Lebesgue, sigue 
l ( l n  t) h tk+r ( f a  g ) ' k ' ( t ) ~  - 0  (t - 0  0 t -+m) 
con l o  cual queda establecido ( i i ) .  
E l  punto ( i i i )  se puede establecer facilmente; ( i v )  sigue hacienda 
- x  t = e en tim. S i  ahora f, g c it, y c IR hacemos: 
M ' L ~  o g l ( y )  = IFLM' (~  a g ) l ( y  2n) 
- (Mrf M,q)(y) i 
quedando probado ( v )  :: 
i . . i  - 
Proposicidn C I I . 2 . 4 1  , ,: I )  , 1. 
La aplicacidn Dlt antes def inida es un homeomorfismo entre 91gr y S(R) 
Demostracidnr 
Dada p r S(LR), definimosr ! 
Notamos que: 
- r x  * 
I 
i - '  
11751 r p (e-') = (a)-' I F [ ~ J ( - X / ~ R )  ( x  E R). 
I 
* 
Luego p e s t l  bidn dr f in ida  y es indefinidamente derivable. Apli- 
* 
-cando CI I . 1 .63  tenemos que p o St; dado ahora y c IR, usando naa: 
* 
MTCp J ( Y )  = F C  ~l'p- 3 ( y  2 ~ )  
' I 
I ' ' I ; I 





. - . I 
= p ( y )  I 
Por otro  lado, deda f c Mr, Mvf  c s(D0 par III.1.61 y tenems: 
= f ( t ) .  
De t i 7 a  y ti771 sigue que l a  apl icacidn reciproca de My esta dada 
por r 
ti781 (M')-$( t )  = (2n)-' J p(x )  fix-' dx 
IR 
Dada q c S(R), vamor a indfcara 
o;cV) = SUP { lxrn v 'n ' ( x ) l r  
Be sabe que l a  fami l i a  de seminormas {o;lmDn hace de S ( I )  un espa- 
c i a  vec tor ia l  topol&gico localmente convexo. 
o r t r l  Dada g c Blr y un entero no negativo m resu l ta  um(M g) = yo,rn(g) y, 
s i  n es un entero, trabajando como en CII.1.61 tendremosr 
Por titsen, ti so^ y la continuidad d.e la transformada dc Fourier so- 
bre e l  espacio de Schwartz sigue l a  continuidad de Mr. 
Usando ahora ~751,  s i  E S(R), t > 0, resulta: 
Formalmente, esta t l l t ima expreridn er analoga a tize~; dados k, h 
enteros no negativos, t > 0, escribamos: 
donde hemos empleado e l  mItodo y 1. notacidn usada en CII.1.61. 
Por l o  tanto: ' ; : j  I 
tieaa gel ((I),)-'Q) a C;. ")*."' Yk, h I 
y nuevamente, puesto que l a  trmsformadr gle Four ier es un homeomorfis- I1 
ma sobre S(R) sigue l a  continuidad dr (%I-' 
I i 'i 1 I 
53 Alpunas construecion~s sob" la' , ' 
- 
Haremos a continuacidn uuo de 10. resultadss obtenidos en esta se- I 




Dado a c R t -q .  l a (  < n, resulta: 
Consideremor, dado R > 0, e l  r r c i n t o  l imi tado bar l a  curva cerrada, 
que se obtiene a1 recorrer (en 3 i t ido  ant ihorar io)  10s segmentos: 
I 
CR-', R l ,  [R, R , CR + i, R-L + i~, I 
luego e l  arc0 de centro i y rad ia  R-a m t r e  Cs r i y -R-' + i, 10s I 
segmentos C-R-' + i, -R + il, E-R + I ,  dl, C-R, -R-'] y, finalmente, 
e l  arco de centro 0 y radio R-s entre -R-' y R Indicaremos esta 
curva mediante y . 
R 
',,q , 
Consideremos la funcibn de l a  bar iab le compleja z 
ties] F(z)  = eax 
Sh(nz) 
En par t icu lar ,  F(z1 posee polos simples en 10s puntos z  = i k ,  don- k 
I de k es cualquier nfimero entero, y ademas 
- a  
caeb) -i ia RES { F(z) ;  z = O 3 = n , RES { F(z)g z  = i 3 = -n e . 
Por o t r a  parte 
tie71 
La F(x + i )  = -e F ( x )  
y, dado un ndmero rea l  p se t iene 
de donde se t iene 




I Escribimos en tonces: 
tip01 2n i  [RES { F ( z ) ~  z = O 1 + RES ( F(z); 2 = i 31 ' 1 F(z) dz 
Y, 
I 






I .  
I 
y , haciendo uso de tiem, tiem y t a e i ~  pademos escr ib i r :  
I 
Haciendo R v +a en ,ism tenemos: 
a t g  - = VP eax dx 
y ,  de l a  identidad anter ior,  ce d w e e  msrguida 1a trris 
Proporicibn tII.3.21 
Dado r c OR,  consideremon l a  uncik,  def in ida por: f 
f ( t )  = t" ln t  l hsech( ln t )  ( t  > 0). 
I * I  
: I 
En par t icu lar ,  en CII.1.71(d) homos prabado due f c 'Or. 
Entonces, dado x c R ,  1 . '  E -  !, 
n2 M ~ c ~ - '  l n t  Cosech(lnt)J(x) = - 
2 
t * ,  : Derivando formalmente en awl obtenemos: 
1 
2 a 4 cos - Sh(nt) 
2 I 
I 
Justificaremos l a  operacidn anter io r  en dos etapas: 
I )  Dado un no. a rea l  t.q. l a (  < n, t - sh(alt) eita+). 
1 :' Sh(nt) 
1 1  Dado un no. a r ea l  t.q. 1.1 
Notemos que: 
(convenimos qua sg(o) = 0). Por 
- .  
rerpulta, para valores l o  su f i -  
I I cientementr grander de t, que: 
y, como l a  apl icacidn t - Shtat)  Cosech(nt) es continua (notar que 
converge a a/n cuando t - c)*), sigue I ) .  Como l a  apl icacidn que re- 
su l t a  en 11) es temperadr y, puesto que e l  coseno hiperbdl ico es una 
funcidn par, consideraremos 0 < a < n. 
Dado un no. p t.q. 0 < p < a < a + p < n, l a  ra lac idn 
resul ta  vd l ida para valores l o  suficientemente grandes de t. Por o t ra  
parte t Ch(at) Cosech(nt) ---4 l / n  ( t  - 0+) y as i  sigue 11). hdemas 
dado un no. pos i t i vo  t, l a  funcicSn a ---4 Sh(at) Cosech(nt) es indef i -  
nidamente derivable sobre (-n, n) resultando entoncrss v4 l ida l a  expre- 
sidn ti-. Ahora, l a  funcidn r - 1/4 sec2(z/2) es ana l i t i ca  sobre 
el disco abier to de centro en cero y rad io  n; aplicando e l  p r inc ip io  
de prolongacibn analitica podemos escribirr 
. . 
1 
2 z 4 cos - 
2 
Dado entonces un no. real a t.q. (a1 < n, reemplazamos z por ia en " 
t2001 y obtenemos t 






I . '  
donde, como hemos hecho hasta ahora,, con F indicamos la transformada 




pertenece a nr. 
I .  Demostracidnr I 
Por la proposicidn anterior, la aplicacidn x - sech2x resul ta  
1 
. . 
, . :. 
temperada y . .. . . 
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Ejemplo CI1.3.4] - - 
Coma en CII-1-7I(b), con - % ( A )  < r < - R ( X  +,p), obtenemos: . , 
, . 
+ ' ,  = [ I  belA + + + i x ,  - A - r - M ) .  
I 
Hacimdo uso de I1 I. 1.61 y que a S(IR), de la relacidn tzosa 
I 
se deduce que la funcibn 
f(t1 = t-r r(C --i lnt) (t > 01, 
r(C - i l n t )  
( C ,  t E C* fijos, B(c) < A({ 1 )  perteneco a1 espaeio Wr. 
r I 
Ejemplo t I I . 3 . 5 3  
fisimismo, considerando f ( t )  = I n  (1 + t )  ( t  pos i t ivo) ,  sabernos que 
que f .s 'RZ, s i i  -1 < r < 0.  En este caso, 
(Ib 
MrLf3(x) = I tr+'x-i l n ( 1  + t) dt.  
La in teg ra l  an ter io r  es convergente ya que s i  O < 6 < - r ex is te  un 
ndmero pos i t i vo  T trl qua t-* lop(1 + t) < 1 ri t > T, de nodo qur 
- 1 
y l a  t l l t ima in tegra l  es f i n i t a  pues r es nagativo. Por o t r a  parte 
y tambiCn l a  in teg ra l  de l a  derecha es f i n i t a  pues r > -1. 
r + i x  Para evaluar tzoa escribiremos F(z) = z ( 1  + 2)-', z comple- 
jo, haciendo uso de la determinecidn del  logaritmo para l a  cual 
O I arg(z) < 2n. Se integrarb l a  funcibn F ( z )  sobre l a  curva C 6,n.e 
(recorr ida en sentido ant ihorar io),  con 0 < 6 < R, E > 0, que consiste 
iE 
en l os  segmentos C6 e , R ei"l, CR c itzn-s, 9 6 ei"n‘.s' 1 y de 10s ar- 
cos lr 1 = R que une 10s punto. R e" y R ei"n-C' , pasando por - R, y 
i tZR-6) iE ( 2 1  = 6, que une 10s punt05 6 e y 6 e , pasando por - 6. 
En par t icu lar ,  
t2071 
de mod0 que 
RESC F(z); z  = -1) = e nc-x+ir) 
9:+ 
Por o t ra  parte tenemost 
. -  . 
(Zn-EX-x+ir) f I # +  t e  i t z n - ~ )  dt. 
E f i. 1 6 
S i  p ) 0 ,  obtenemos: 
F ( p  eiC) p i s 2 c (n - 6) $+' 11 - 
I 
I 
donde C es una constante pos i t iva  qua depende de x; de l a  Ciltima rela- 
sumandos 2do. y 3era en rro91 convergeran a cero a1 ha&r 
+ y 6 -+ 0 respectivamente. Hacienda ademas c - 0' ds 
I 
.i 
6e obtiene I 
Ahora por t20m y r21or resul ta r , ~ 
Como antes, haciendo 
? I 
M,CfI(x) = - n CosechCn(x - i r ) ]  
i : x - ir - 1  
g(t) = t - ~  c~sach~tt( lnt  + i e ) ]  ( t  > 0 )  
l n t  + i e  
donde -1 < 8 < 0 es f i j o ,  se obtgene un elemmto de a. 
-1 :I, 
Dado r s O? escribimos: 
En par t i cu la r .  por [11.1.7](a), h c 9tr; dado n 6 IN hacemos tambien: 
En tonces : 
-1 
a) htnl(t) = n -1/2 n/2- 1 -r-<nn) LnL n t 
Demostracit5nn 
a) Dado x E R, escribimos: 
2 
MrChl(x) = ~ t e - "  I (x I (2n)) 
i/2 2 
= n  exp ( - n x  / 4 )  
Por o t r a  parte: 
Esta l l l t ima expresidn l a  indicaramos como Hn(x). Entonces: 
n 
n/z-i t-r 
= l n t  
2 
10 que da la par te a). 
b) Es consecuencia d e  l a  identidad: 
y del pirnto a) .  
I 
$4 Sobre 10s espacios de McBride vo. 10% especior 'R l r .  1 : I ,  
En este punto, siguiendo l a  nmenclatura de A. C. McBride CMcB21 se ' 1 '  
indicara nP (U?+), para p E C ,  1 5  p < a, a 10s conjuntos: 
P I,, +a, 
dt < +a} { f :  U?' --. C , f - medible Lebasgue I ~t-' f ( t ) I P  - 1 * :  0 
8 ,  . 
t 
y escribiremos, para f E ILP (R+) : 
C1 I 
Asimismo haremos: 
Resul t a  en tonces : 
Los espacios de McBride se definen mediantea 
cuando 1 S p < a, y en part icular8 
F = { f o c ~ ( R + ) :  tk - dk ~ t - @ f ( t ) ~  - 0 k ( k  = 0 ,  1, ... ) a', c1 d t  ( t ----+ O+ & t -----4 +ao 
I , '  - Dada f o F l a  fami l i a  - serainorcnas 
PIP' 
induce sobre F una estructura de espacio de Frechet. 
PIP 
Proporicidn CI1.4.11 
Dado + .s IR: 
( 1  I p I a). 
Supongamos en primer lugar que p es f i n i t o .  
Dada f E Tll y k un entero no negativo, resulta: r 
ck, 
t2201 tk f'k' 
" %+k Y " mr 
de mod0 que, por t2ie1, tenemos f e F 
P, -r 
Si p = a, escribimos: 
tk - bk [ t r f ( t ) ,  = 6.. [: ] (-I)L4 (-C) k-h tr+h fch'( t) 
d tk 
de donde sigue que 
d t" 
( y, por l o  tanto, f 6 F ~ ,  -r I 
Observacibn 111.4.21 
En general, dado r s 01, mp es un subespacio propio de F p,-r ( 1  I p, 
p - f i n i t o ) .  
Considerernos, por ejenplo, l a  funcidn f ( t )  = t-' ( 1  + (lnt12)-', de 
l a  var iable t > 0; f c ca(lR+) y f c YRr coma sigue de CI1.1.61. 
Vamos a i nd icar  g(t) = (1 + ( ~ n t ) ~ ) - '  ( t  > 0 ) .  
Se probard que para cada entero no neqativo J ex is te  un polinomio 
donde Po(x) r 1 y gr(PI) 5 2 j  - 1 s i  J b 1. 
2 -2 En particular. ~ ( " ( t )  = -7 l r l t  t-* ( 1  + ( I n t )  ) , Pa(%)  = -2 X -  
Ademas de t t z e ~  tenemos 
resul tando as i  
l o  que da inductivamente l a  reprrsentacibn buscada. 
De l a  expresidn tzr41 deducimos que gr(P,+,) S gr(P.) + 2 y coma en 
J 
par t i cu la r  gr(P1) = 1, tenemos gr(P.) 5 2j - 1 s i  j 2 1. Ahora dado un 
J 
enter0 no negativo k escribimos I 
I p - k  
2 -j-: P. ( l n t )  ( 1  + ( l n t )  ) . 
( 1  - r )  J 
-k+j 
Par o t ra  parte dado j E IN tengraos: 0 
1226 1 
+m d t  J IP. ( ln t )  1 + n t 2 J p  - = S ip4(x) ( 1  + X 2 ) - ~ - s l p  dX. 
0 J t IR 
Ya sea cuando j = 0 ,  en cuyo C ~ S O  PO(x) 3 1 y resu l ta  
o bien s i  J 2 1, en cuyo caso gr(P.1 S 2j - 1 y d do M > I  podemos es- 
J 
c r i b i r :  1 
donde C es alguna constante pos i t i va  que depende de P,  vemos en def i -  
I i j n i t i v a  qua las  integrales en 12261 siempke convergen. En consecuencia, 
urando t z t a ~  sigue que f E F 
p.-r - 
Observacidn t I I . 4 .31  
La observacibn CII.4.21 vale tarnbidn s i  p = ao. Esto es inmediato ya 
que l a  funcibn f ( t )  = t-r 1 + 1 n t 2  ( t  > 01, pertenece a F a,-r' 
Tenemos entonces que l a  i n c l u s i h  
es est r ic ta .  
Proposic ih  t I I .4 .43 
~ n ' g e n e r a l ,  e l  operador de derivacidn usual D: Rt' lr nr+l es con- 
tinuo. S i  r es negativo, dada g c a,l t a l  que e l  l i m i t e  
existe  (ya sea f i n i t o  o no), definimosr 
Entonces D es un operador reciproco ( i .e .  inverso) para D. 
Demos tracidn r 
Dados f c Itr, k ,  h enteros no negatives, se v e r i f i c a  l a  relacibn: 
Y 
de donde sigue enseguida la continuidad de D. Por o t ra  parte, D estA 
bien definido, ya que s i  g c mt+l tenemos : 
y existe  C > 0 t a l  que: 
01 ser r < 0, l a  relacibn tz-1 grrant iza  l a  convargencia de l a  in- 
* 
teqral que define a D g ,  En ot ro  orden, tenemos: 
s i  k es un entero posi t ivo,  y da b o un entero h 2 0 podemos esc r ib i r :  
con l o  cual resulta 
* tk) 
1 
rzam tk+' 1 ln t lh  I(D g )  ( t ) l  ----r o ( t  --+ O+ 4 t - t  +OD) 
coma asimismo 
1 i r n  1 im (Dip) (t) 
t -----+ O+ 1 +oo t --+ O+~+CO t-' (1ntlmh I 1 ,  
Para t ---4 O+ o bien cuando (D g ) ( t )  ---++a, , l a  re lac idn ante- 
I I \.? (t-+=) 
r i o r  reculta: I .  
Por o t ra  parte, s i  l i m  (D g ) ( r j  es f i n i t o  l a  identidad anter io r  
t -+a, 
* 
sigue enseguida de rzsn. En d e f i n i '  :va, D g c Pt,. Es inmediato que: 
Dada f c a notamos que f ( O + )  = 0.  En efecto,en caso contrar io  p ~ -  
d r i a  determinarse A > 0 y una sucesibn <tj>,?& de manera t a l  que 
t. --+ O+ Y I f (  ti)( 2 h ( J  = 1, 2, - - . I  
' ( j  --a,) 
En consecuencia: 1 i 
1 
12871 ( j  = 1, 2, 
y como r es negativo sigue que 
l o  cual contradice nuestra hipbtesis o r i g i na l  sobre f. 
For 10 tanto tenemost 
En e l  95 vamos a encuadrar e l  resultado anter io r  en un marco mas 
I 9 general, en e l  que el opcrador D se rc r l i za r6 ,  como opmrador de R i e -  
I mann - L iouv i l l e  de orden -1, en tanto operador continuo sobre mr para 
I r < 1. CIntes de dar f i n  a1 94, dada f r %, usando t i s r l ,  l a  continui- 
dad de Y tzzo~ tenemos 
de mod0 que l a  inclusi6n tr c- -4  F resul t a  continua. p,-r 
1 
$5 Hacia el CIlculo Integral  Fraccionario sobre 10s espaciom a. - 
En este punto, nuestro objeto consiste en estudiar l as  posibles ac- 
ciones, de algunos operadores integro - diferenciales del  Calculo In- 
tegral  Fraccionario. 
Ob~mrvaci6n t I I . S . 1 J  
De l a  consideracidn de t I I .2 .33 en 10s puntos ( i ) ,  ( i i ) ,  se deduce, - 
de manera mas general, que s i  r es un nrhnero r e a l  y S: IR+ - d: es 
una aplicacidn medible t.q. 
- r x  SUP I x l n e  ) ~ ( e - ~ ) l  < + m  
X C I R  
entonces S indace una funcional continua Ts: mr - %, esto es, me- 
diante l a  relacidn: 
En part icular ,  p. e j . ,  l a  aplicaci6n S: IR' - C dada por: 
1-r 
s i  O < u l l  
S(u) = 
si 1 < u  
define un funcional continuo sobre SIP, abn cuando S c a. 
Rntes de pasar a nuestro anal is is ,  consideremos parte del  estudio 
1 
realizado por A. C. McBride [McBl] sobre automorfismos de F . A t a l  
PIP 
efecto consideremos l o r  siguientes espacios (de McBride): 
> ;. I 
( i )  Para 1 I p  < a, 
mientras que 
( i i i )  S i  k es un entero no negativa, se def ine yk sobre G porr 
I PeP PIC( 
k ( f )  = 1 1  tk' (t-lr f ( t ) ) ' k '  )Ip. 
Y P * ~  1. 
1 0 Para cada k p  yk es una seminarma robre O YP,ll es una norma, P.CI P.C( 
k a, de modo que munido de l a  topologia genrrada por ( yp,plk-Os - G de- 
P*C( 
viene en un espacio de Fr9chet. I 
P r a p o s i c i 6 n .  "Sea p  u n  L .  ncimero rea l ,  i S p 5 L, p c C y S u n a  fun- 
c i d n  d e f i n i d a  a-e. sobre R+ t a l  quer 
S i  T es  u n a  t r a n s f u r r a c i d n  i n t e g r a l  d e l  t i p o r  1 
e n t o n c e s  T es un u p e r a d u r  l i n e a l  con'tinuu d e  F e n  si rismo". 
PrC( 
La naturaleza de l a  condicibn a d i r  es muy d i s t i n t a  H l a  condicibn 
de McBride correrpondiente, y l a  m i s a r a  nor ra ra  de u t i l i d a d  para ana- 
l i z a r  algunas transformacionee in tegra ler  c l i s i cas .  
En part icular ,  l a  proposicit5n anterior es consecuencia de l  siguien- 
"Sea p un ncirero r e a l -  1 5 p < ao, K una funcibn d e f i n i d a  a l e ,  so -  
bre (0, +d t - q -  
S i  T e s  una transfurmaci6n i n t e g r a l ,  d e f i n i d a  s abr e  una f a r i i i a  a- 
decuada de func iones ,  d e l  t i p o :  
.cao 
entonces :  
( i )  T es una a p l i c a c i s n  l i n e a l  cont tnua de  lLP (R') en sf misro ,  
CI-fi/P 
i i i i  T es una a p l i c a c i b n  l i n e a l  cont inua de G en si r i s r o N ,  P.P 
E l  punto (i) es un resultado conocido sobre convoluciones de Mel l in  
(v.  KRJ, lema 3.1); dada qo c I IP  (R') tambien podemas escr ib i r :  
C I - i / P  
- t !R (p - l /~  * 
12471 T p T t )  - ( K  $ ( -  l n t )  (t > 0 ) .  
-i, x ( ! R ( p ) - i / p )  
~ ( e - ' ) .  ; ( X I  = c x ( R ( p - i / p )  donde K ( x )  = e p ( e - x ) ,  x  E 
* 
En part icular ,  2 c I l i ( U ? )  , p  c h P ( I R )  y del  teorema de Young deduci- 
mos que T p ( t )  es f i n i t o  a=@., mds a h  
I 
Con respecto a1 punto ( i i ) ,  siguiendo l a  notacidn de A. McBride in- I 
dicaremos 6 = x D, donde D es e l  operador de derivacibn usual. Enton- 
ces: (a) que 6 es una apl icacidn l i n e a l  continua de G en s i  mismo, 
P.P 
tratdndose de un homeomorfismo s i i  !R(p) # l /p ;  (b)  e l  espacio D(R+) es., I 
P.P 
I denso en G [ver PlcB13. En congecuencia, resu l ta  vd l ida l a  identidad' i 1 
6 T = T 6, l a  cual puede establecerse, haciendo uso de r z r s ~  y rzr?~,  
; I 1 
primer0 para funciones de D(R+), para extender luego l a  misrna a G P.P - 
Con esta identidad, ( i i )  eigue de l a  manera nlatural corr iente. I I I 
Notemos que 
C24Ql .. 6 
P*P p,fl+r/p' 
En efecto, sea g E G . 'n par t icu lar ,  
P,P+*'P 
t-P-l'p g( t) E ILP(lR+), 
de donde g c l L P ( ~ + ) .  
P 
Supongamos que tJ g'j'(t) a lLP(U?+), 0 d J S k. Entonces: P 
C2501 
t 
y como t ck+r) ( t-P-l'p P( t )  )*+" c L ~ ( I R + ) ,  de l a  h ipbtes is  induct iva 
k + l  t k+ l )  
obtenemos que t g (t) c lLP(U?+). Asi G I P S F , y l a  o t r a  P?P+l/P P*P 
inclusidn sigue de manera andloga. 
I 
Con czdm y e l  lema de McBride tenemos entonces l a  proposicidn i n i -  
c ia l .  
Notr CIImSm3] I 
Vaaos a presenter e l  l i s tado  de 10; operadorcs in tegra les qua hems 
de analizar; escribiremos algunas de l a s  presentaciones a l te rnat ivas  ' 
que se dan en l a  l i t e r a t u r a  corr iente, por l o  cual es oportuno tener 
presenta l a  funcibn H - de Fox [F]; siguiendo a K. C. Gupta [ G I  y P. 
Skib insk i  [S] escribimos: 
donde z # 0, m, n, p, q son enteros t.q. 0 I m I q, 0 5 n I p; un pro- 
ducto vacio debe in terpretarse corno 18 10s pardmetros a b son corn- ,' j 
plejos, mientras que 10s a's y P ' s  son todos positives y estan cons- 
tre6idos de manera t a l  que polos cualesquiera de productos d i ferentes 
de l  integrando t z a i ~  Sean d is t in tosg C es un contorno que, uniendo 10s 
puntas -i a, e i oo, deja "a i zquierda" todos 10s polos de l as  funcio- 
nes s - 1 - a + s a ) ,  ( 1  I j I n), y "a derecha" 10s polos de j f 
l a s  funciones s -+ r ( b  - s ,  1 S k 5 m En par t i cu la r ,  cuando k 
ai = 1, pj = 1, i = 1, ... , p, j = I, ... ,q obtenemos l a  funcibn G 
de Mei jer  [M I ,  [El. 
Nota [II.S.41 
Siguiendo a A. M. Mathai y R. K. Saxena t M  - 521, considerando p en 
una f am i l i a  adecuada de aplicaciones escribiremos: 
tzszl Operadores de Riemann - L i o u v i l l e  
tza31 Operadores de Weyl 
d . ,  1, 
C2541 Operadores de Erddlyi  & Kober 
Con %(a) > 0 ,  %(@I > 0 3  I 
Por o t ra  parte, tambien considerareams l a s  acciones definidas me- 
diante 10s siguientes nQcleos: 




donde Jv es l a  funci6n de Bessel de iera. especie de orden v: 
12561 Nclcleo de Titchmarsh 
donde Y es l a  funcidn de Eessel de 2da. especie de orden vr 
V 
Y (t) = cosec (vn) CJv(t) cos (vn) - J ( t ) l .  V -v 
~2571 Mc leo  de Meijer 
M ( t)  = tSH2 K v ( t l  
v 
donde Kv es l a  funcibn modificada dc Bessel de Jera. especie de orden 
rzae~ Ndcleo de Struve 
donde Hv es l a  funcidn de Struve de orden v: 
t2se1 NCtcleo de S t i e l t j e s  
(1 + t ) -P 
Proposici6n tII.5.51 
(i) Los operadores de Riemann - L i o u v i l l e  de orden a son continuos en- 
t r e  10s espacios lllr *r-~ta, cuando r < 1. 
( i i )  Los operadores de Weyl de orden a son continuos entre 10s espa- 
cios I y cuando 0 < =(a) < r. r 
1 
( i i i  Los operadores I')'~ son continuos espacio IIr en s i  mismo s i  re- p; i I h su l t a  r < !R(p (q + 1 ) ) .  
( i v )  Los operadores K ' * ~  son conti,nuos espacio Illr en s i  mismo si re- 
p; a 1 
su l t a  %(/)I  %(a - 1) < r + !R(p ( 1  - r )  - a)). 
Sea f c Wr; escribimosa 
donde hemos puesto 
1 
12611 
-i -i U-8 Sm(u) = U ( 1  - u ) X(i.+ml (u) ; I 
Tenemos ahora: I 
- r x  I SUP 1x1" e l ~ = ( e - ~ ) I  < * I ( n  = 0 ,  1, 2 ,  ... ' 1  r ' I  
X S R  
~ I 
s i i  r < 1; i .e. t-" es un operador lineal continuo sobre YRr cuando 
0 




En este caso, 
-rat SUP I x ( " e  16* X G W  
0 I 
s i i  0 < % ( a )  < r ,  en cuyocasoW s YU* -;-.¶It e s u n o p e r i d o r  l i n e a l  
- ' I  
*-a 
continuo. 
Con re lac idn  a 10s operadores da Erde ly i  4 Kober tenemos: 
donde, para u > 0 ,  estamos indicandot 
Dado u > 1, ex is te  una constante C > 0 t a l  que 
1 1 - I 5 c (1 + u -R(@ )!R(l*oo-i t266l  
donde corresponderd el signo (+)  si %(a) 1 1, o ( - )  si 0 < R(a) < 1. 
De t t a ~ n  sique entonces (iii). Con un razonamiento andloqo tendre- 
mas ( i v ) .  I 
Proporicidn 111.3.63 
Dado un n i ' lmero  r e a l  a # 0 ,  l a  aplEtar ibn ea: m, -+ nt dada par a+ 
l a  re lac ibn  e a f ( t )  = f ( ta) ,  f c me, t > 0 ,  establece un homeomorfismo 
entre me y mar. 
Demostracidnr 
Dados f t lp, y enteros no negativos k, h, es pos ib le  esc r ib i r :  
donde 10s coef i c i e n t e s  ck*s son indapendientes de f 9 entonces se deda- 
P 
ce enseguida l a  re lacidn:  
Como k, h, f son cualesquiera, sigue entonces l a  cont inuidad de l a  
aplicacidn e es inmediate, por o t ra  prr te ,  l a  relacidn: 
a; 
de donde sigue l a  proposicidn 
Proposicidn C I I. 3.71 1 * :  
Dados r E R, v G C, ta les que -!R(v) - 3/2 < r < -1, l a  transformada 
de Hankel bv: m-r - es un operador continuo. 
Dmmortraci&n: 
Sea f c Dl+; siguiendo [ I I . S . l J ,  e l  operador inducido por e l  ntlcleo 
de Hankel 12551 esta dado mediantet , ' 
donde con simbolizamos l a  transformada do Hankel de orden v. 
' t  I Caben ahora l as  siguientes o~servaciones: 




k! (n + k ) !  
resultando J ( t )  = (-1)" J ( t )  
- n n 
- Es valido, ademas, e l  siguienro desarrol lo as in tb t i ca  (Jahnke, Emde 
and Losch, [E, J & L]) ,  con larg z l  < n r  ~ I ,  
tz7N JV(z)  = ( 2 / ( n ~ ) ) ~ ~ ~  tos z - (2v + I l l  n/41 + 0 ( z  -s /2 1 - 
f I Dado m c No, tenemos 4' I I 
I 
= SUP 2- !R(v) Xm e-(r+r/r+Scva~ 1 + o(e'-") 
x 20 I' ' . , .  I r ( v  + 111 , 
I I 
v .  l a  expresidn t2i-41 sera f i n i t a  s i i  t + 3/2 + R ( v )  > 0. 
1.. . Para x - negativo, 1x1 l o  suficientemente grande tenemos 
I xm ,-tx ,, ( e - ~  I = ( -x )m e-(t+s/2,~ I ~ ~ ( g ~ )  I v 
Deducimos que 
- t x  SUP I x m e  H ( i X )  I < m 
X < O  v 
. . 
s i  t < -1 (mas atln, esta condician es necesaria). 
I En de f i n i t i va ,  s i  - R ( v )  - 3/2 < $ < -1, entonces 
n -Vx 
12771 SUP I x e H ( d X )  I < +m (n = 0 ,  1, ... 
V 
y, por CII .S.1]  e l  operador T,, cs entoneer un endomorfismo continuo 
V 
sobre Il,; de rztol sigue enseguida l a  t es i s  
Proposieibn L I I .  5.83 
Dado. t o R, v c &, ta les  que I R(v )  1 < t + 312, t < -1, l a  trans- 
formada de Titchmarsh 3%: Yll - St-l, 
-t def in ida  mediante l a  r e l a c i h  
cada vez que l a  integracidn an ter io r  es posible, es un operador cont i -  
nuo. 
Demostraeibnx 
En pr inc ip io ,  dada f t Yllt tenemos: 
t27(11 TT f ( t )  = Qlute-lfi tl. 
V 
De ttasl y l a  representacidn tzsa de Yv tenemos: 
T ( t )  = cosec (vn) CH ( t )  cos (vn) - H ( t ) ] .  
V V -V  
Ahora, en analogia con 12771, para I!R(v) 1 < r + 3/2, r < -1 resulta: 
t2801 - r x  SUP ( xn e T (e-X) I < +m n = 0 ,  I ,  ... 1. 
V 
E l  rest0 sigue coma en l a  proposicibn anter io r  / 
Corolario 111. 5.91 
En las  mismas condicionoc [I 1.5.81, l a  K - tCansformada de orden v, 
def in ida mediante ~ 
n I 
define un operador cantin90 ilV: 
r-, 
Demostracibnr 1 
La5 funciones modificadac ds messel de 3era. especie K ( in t roduci -  
V a 
da en 12571) e Iv (dsta t l l t ima dada, para t > 0 ,  mediante l a  re lac ibn 





- 8 / 2  
n 
' [ i n v ~  -inv/z tzes~ M ( t )  = i - cosec (vn 1 e 3-,(t) - e V 2 
donde M es e l  nbcleo de Meijer introducido en tz7e1. Trabajando como 
V 
I 
1 f I. ' 
en C I I. 5.71, e l  operador T inducibo sobre a resul  t a  continuo. 
de donde sigue l a  tes is  I 
Proposici6n t I I . S . 1 O l  
Sean r E IR, v .s C t. q. MCIXC- r - S/2,  -1 /2}  € !R(v) € - r - 312. 
En estas condiciones, l a  H - transformada de orden v, de f in ida  port 
I toda vez que l a  integracibn precedente estd def inida, de f ine  un opera- 
dor continuo ent re  10s espacios 'RZ 
I -r Y DemostraeiclSnr 
I De l a  expresidn tzsel de l a  funcibn Hv de Struve tenemos: 
I Por o t r a  par te  es va l ida  l a  s igu iente representacibn i n t e g r a l  de Hv para !R(v) > - 112: 
2t-v  V v-102 
z Hv( t )  = 102 sen(st1 ds. 
n r ( v  + 1/21 
I En pa r t i cu la r ,  noternos quet 
sigue l a  proposicibn 4 
I Proposicidn CII.S.113 
Sean r E IR, p s C ,  t a les  que 1 - R ( p )  < r < I. Entonces la trans- 
formada de S t i e l t j e s  de orden p establece una apl icacidn continua en- 
t r e  10s espacios 'Or y . 
Demostracidn: 
l h  
Dada f a i),; tenemos entonces dl 
- 
La conclusidn sigue con e l  miamo razonamiento empleada en 10s casos 
anterioree # f - .  
En este punto se van a anal izar homeomorfismos de 10s espacios de 
McBride, cuya res t r i cc ibn  a 10s espacios a, es un homeomorfismo sobre 
estos Q l  t isos. Concretamente, analizaromos 10s operadoree G~~ y H"~,  
I I 
definidoe por W. Lamb y A. C .  ME r iba,  a saber: i A 
( ~ ' ' ~ ~ ) ( t )  = - C ~ o g ( s / t ) l  p ( s )  dS - d-i =-T)-i 
donde S(r) - p )  > - l /p ,  %(a) > 0 ,  extendiendose esta def in ic idn  a1 ca- 
so %(a) I 0 mediante: z II 11 
C2Ml sn'ap = o"*a+l 9 - sn.a+ a 6~ 
Por o t ra  parte, s i  %(r) + p )  + 1 > l /p ,  %(a) > 0, hacemos: 
% 
y la correspondiente extenoidn a1 caso %(a) S 0 
12991 q.a+i H " ~ ~ =  (q + 1) H p + H T ) e a +  a dlp - 
I! : 'I 
E l  caracter de estas acciones sobre l*s espa!ios da McBride puede 
establecerse mediante una generalizacidn, debide a E. Love [Lo], de u- 
na desigualdad de Hardy [H I  o bien derivarse como una apl icacidn de l a  
I 
. t eo r ia  de potencias f raccionar ias de Lamb y fl. C. HcBride C L  6 McBI. 
I. Con l a  notacifin de CII.5.11 pademos e s c r i b i r  
I donde, para t posi t ivo,  escribimos: 
I snna( t) = i / r ( a )  (109 i ~ t ) ~ - '  r)  X,,,,, (t), I 
~ v * ~ ( t )  = l / r ( a )  ( l og  t )  a-i p-i 
*ca,+m! t, 
I- De l a  apl icaci6n d i rec ta  de l  c r i t e r i o  establecido en 111. 5.13, de- 
I ducimos G"" ( resp. H')'") es un operador continuo sobre s i  *(a) 1 1 r 
y ! R ( r ) )  + r > 0 (reap. s i  R(a)  2 1 y !R(r)) - r > -1). 
Proposicidn CII.6.1l 
Sean r c IR, a, r )  E C ta les  que 0 < !R(a), !R(r)) + r > 0. 
Entonces G " ~  es un operaidor continuo de lr en si nismo. 
Sean f r; Rr,, k, h enteros no negatives. Be probaran la5  identidades 
siguientes: 
( G V ' ~ ~  I tk ' ( t )  = G n- k,a (k) 12- f ( t ) ,  
val idas para t > 0. 
F i jado s posi t ivo,  sea t > s t.q. 
0 
t 2 P e l  tr I f ( t ) l  " 1 si t ' to. 
En tonces tenemos 
F t .  
Como A(r)) + r > 0 l a  i n teg ra l  an ter io r  es f i n i t a .  Por o t r a  parte 
t' I 
donde C es alguna constante pos i t i va  que dependera de ! R ( r ) ) .  De las  
1 C 
desigualdades anteriores vatnos que aVpaf ( 5 )  r s t 4  def i n i do  y e r  f i n i t o .  I 
Veamos que 
1 I Usando e l  mismo razonamiento, reemplazando q y r por q - 1 y r + 1 
respectivamente, vemos que 6 r)- 1 ,a (1) f (8)  tambikn est4 definido. f 
Dados c / 0 < I c l  < s/2, 0 < t 5 s/to, ap l icmdo e l  teorema del  va- 
l o r  medio y l a  re lac idn c2~e1 tenemas 
a I 
Dados c / 0 < l o (  < 512, s i t o  S t S 1, aplicando nuevamente e l  teo- 
I 
rema del va lor  medio resul tar 
taom I 
I r((s + E ) / t )  - t ( ~ / t )  1 5 t-' MAX { ( fL"(t)( :  s/2 5 t C 3/2 to E 
Por reool y puesto que 1 
ya que R(r)) + r > 0 ,  l a  relacibn taou sera consecuencia del  teorerna 
de Lebesgue de convergencia mayorada. Como r es a r b i t r a r i o  sique ~2961 
( tuando k = 1 e inductivaments e l  caw gmeral. 
. La identidad t t e t ~  cs inmediatag notemos, en part icu lar ,  que cada 
una de las funciones t -+ G 77m+ j ( ( l n  t lh-j f ( t ) )  estd bien def in ida 
t\- j puea lacl ap l i cacr ia~~es  t -+ ( I n  t )  f ( t ) per tenecen a I,. 
La combinacirSn de t2-I y 12971 nos da 1 tB041  
( I n  tlh ( G V * " ~ ) ' ~ ' (  t )  I- ( ( I n  t ~ ~ - ~  ftk'(t)) .  
- .  De esta dl t ima identidad, tendremos l a  t es i s  si probamos que 
t9051 t v,e t G g ( t )  - 0  (t - 0 0 t --4 +ab) 
I cada vez que p c R A(B) > 0 ,  t ( v )  + t > 0 -  t' 
Trabajando en estas condiciones, dado C > 0 ,  sea 0 < 6 < 1 t.q. 
S i  t > 6-', por taom obtenemos 
Par o t r o  lado, sea 0 < u < 1 t.q. 
Ahora, si 0 < t < d o tanemos 
I 
Como f es arbitrario, de tao71 y t ~ o m  sigue taosi. Queda asi pro- 
bado que, en las condiciones de la hipdtesie, G'*~(~I,) s a, 
La continuidad de G " ~  es inmediata, pups sabernos que la inclusihn 
I d do mr en 10s espacios de McBri I rr con€ & h a .  MAS nln, n o t a o s  que se' -' 
1 
. . 
puede reescribir ~3071 en la forma 
1tf GV"g(t)l ig) (I + R(v)) -me, 13101 r(~(8) /Ir(e) 1 ,  
I 
cualquiera sea t > 0; i.e. 
I 
'=' ( g )  (3 + !R(v) -!me> f8111 r(~(e))/lr(e) 1 -  1 
Ahora de r a o r ~  y ts iu,  con k ,  h enteros no negativos y r ) ,  a, r en 
las condiciones de la hipdtesis, dada f E ?Ur obtenemos: 
1 tk+, (ln tlh (~q#~f)'*(t) 1 s 
.c*- " 
de donde tenemos 
lo cual da, explicitamente, la continuidad de B''~ sabre SRr. 
Corolario CI1.6.23 1 
, :  




Basta notar que, dado n a No, podems raescribir r w l  en la forma: 
G',a+, = f a121 t 




G".a = ,pSa+Pf ' 
En part icular ,  GVea = QT)~a 
Si Q < t < u,  entonces 
u 
Dada entonces f s my, t > 0, haccmos: 
- G~*a+(3  f t t )  
Corolario C11.6.41 
Los operadores ( !R(v )  + t > O), son homeomorfismos. 
Dado a c C, si n c YO / - n - 1 < A(-a) d - n tenemos 
Por o t ra  parte 
E l  caso n = 0 ,  sigue por integracidn por partes y por induccibn e l  




Razonando en forma similar a 1 I 1.6.11, H' '~  resul ta homeomorf isma 
I I t  
sobre 9Nr cada vez que R(n) - r 1 > 0 .  
I - 
Si escribimos formalmente 
dado t real, la expresibn anterior q ~ $ , #  dpfinida cada vez que f c mr, 
- i .  . L;r 
g E m-=. Mbs abn, (v. r i a l  y t s7~1)  
lo que da la realizacibn de 10s elementos de 9Ut en cuanto transforma- 
I 
ciones generalizadas sobre a-r. 
Tenemos tambi6n 
de modo que 
C32i1 G~.", m, I 
siendo (II-,)' el espacio de funcionm generalizadas sobre Munido 
, ? 
( l )  de la top010gia d&bi 1, via G ' * ~  tenetnos ar I ( -  1 como acaba- 
mos de seiialar. Finalmente, puesta que D(R*) es denso en l-r, segbn se 
demostrara en CII.2.11, y su tc ~logia er mas find que la topologia 
4 ' < .  
que hereda de 20t-r, las f uncional Q*n&ral izadas Labre m-t son prapia- I 
mente distribuciones. 
Anexo 
[A'.13 Antecedenter h istbr icos.  
S i i  Isaac Newton (1642-1727) y Bo t t f r i ed  W. Le ibn i tz  (1646-1716) 
sentaron, en gran medida, l as  bases d e  l o  que podriamos denominar An&- 
! l i s i s  Ploderno, ya sea con ideas propias o mcJorando construcciones an- 
teriormente establecidas. hmbos pensadores t rabajaron en forma separa- 
. da, desconociendo uno l as  investigaciones de l  otro, en paises di feren- 
- 
- .  
* ted, con motivaciones d i f  erentes y en forma practicamente simult&nea. 
I En par t i cu la r ,  debemos a Le ibn i tz  l a  notacidn c las ica dny / dxn u- 
I t i l i z a d a  para ind ica r  l a  derivada d r  orden n (n = 0, 1, 2, ... ) de u- 
na funcidn y = y (x )  de l a  var iab le r ea l  x. Hacia 1695, Guillaume Fran- 
~ o i s  de L'Hospital  (1661-1704) analizaba la pos ib i l idad de dar sent i -  
do a derivadas de orden 1/2; en opinibn de Le ibn i tz  [Le], era delicado 
efectuar un and l i s i s  t a l  que permit iera hacer t a l  construccibn s i n  ge- 
twror- pnrntinjn-. Erl 1 6 9 7 ,  e l  p r q ~ j n  l i t  t r r t j  l i rmt~a l a  tiotnrrihrr 
daNey para r e f e r i r s e  a l a  representaeibn de n/2 en product0 i n f i n i t o ,  
obtenida por John Wal l is  (1616-1703) en m u  " A r i t h r e t i c a  I n f i n i t a r u m " .  
I La primer referencia a derivadas de orden a r b i t r a r i o  se debe a Syl- 
4 
I vestre Franfois Lacroix (1765-1843) en su l i b r o  " T r a i t &  d u  C a l c u l  D i f -  
I f t r e n t i e l  e t  du C a l c u l  I n t & g r e l u  [La], en 1819. Haciendo y = xm y U- usando l a  relacidn: 
dny - m-n 
- -  
m! 
X 
dxn (m-n I ! 
Lacroix obtenia, a1 reemplazar n par 1/2 y m por un ndmero pos i t i vo  
I a r b i t r a r i o  a, l a  expresibn: 
reflejandose l a  cor r ien te  formal is ta  que caracterizaba a l a  Lpoca. 
La primer apl icacibn de l as  tgcnicas ds d i ferenc iac idn de orden ar- 
b i t r a r i o  se r eg i s t r a  en 1823, en e l  estudio real izado por N ie l s  Henrik 
Abel (1802-1829) sobre e l  problema isbcrono CAI.  En e l  mismo, Abel ha- 
c i a  gala de una tecnica tan elegirnte que impulsd a Joseph L i o u v i l l a  
(1809-1882) en sus esfuerzos por dar un andamiaje l cg i co  a l a  di feren- 
c iacidn f raccionar ia [L i ] .  L i o u v i l l e  publ ic6 t r e s  extensos t rabajos en 
1832 y otros var ios hacia 1855; en estos se par te  de l a  relacibn: 
vd l ida para cualquier entero no, ~ e g a t i v o  n, l a  cual se general iza na- 
turalmente en l a  format 
donde ahora v es un ntimero a rb i t r a r i o ,  ya sea r e a l  o complejo. Dada u- 
1. ' r' 
na funcidn de var iab le  r e a l  f = #(x) ,  L i o u v i l l e  =ansidere l a  expansidi 
de f en una se r ie  de l  t ipo:  1 I 
. y da l a  primera de f in i c idn  de derivacidn de orAen a r b i t r a r i o  dc una I lly 
funcibn f, a saber: I I I 
Desde luego, esta de f in ic idn  t b n e  l a  desventaja que supone res- 
t r i n g i r  v a valores para 10s que la w r i e  an te r io r  sea convergente. 
I 
Por o t r a  parte, L i o u v i l l e  conieideraba funciones de l  t i p o  x - ~ ,  a po- 
- I I .  
c i t i vo .  Luego se puede esc r i b i r r  . 
dlb 
I * (x f  - J pa-* .-It dt. 
0 
Haciendo s = x t  se obtiene 
Por 10 tanto resulta: 
Este segundo punto de v i s t a  solamente es apl icable a una fami l i a  
muy l irnitada de funciones, no obstante l o  cual L i o u v i l l e  obtuvo impor- 
tantes resultadas, mediante l a  apl icacibn de estas tCcnicas, en pro- 
blemas sobre teo r ia  de potencial. 
Entre 10s a605 1833 a 1850 se establecib una suerte de controversia 
entre 10s puntos de v i s t a  adoptados por Lacroix y L iouv i l l e ;  Augustus 
De Morgan sugeria que ambas teor ias solo eran aspectos parc ia les de u- 
na t eo r ia  mAs general. Sin embargo, en 1850, Wil l iam Center CR21 dese- 
chaba t a l  pos ib i l idad a1 notar que, mientras l a  derivada f racc ionar ia  
de una funcibn constante en e l  sentido de Lacroix era una funcibn no 
constante, l a  correspondiente derivada en e l  sentido de L i o u v i l l e  era 
En 1847, Bernhard Riemann [R2], [Ri] (1826-1866) definia: 
Notemos que Riemann, probablemente influenciado por las investiga- 
ciones de Liouville, a#adih un termin0 complementario, cuya naturaleza 
u 
no pudo determinar. Hacia 1880, el matemdtico britanico Arthur Cayley 
I I 
(1821 - 1995) establecia que tal rdkhino complementario era de natura- 1 
leza indeterminada. 
B j:,, J 
No obstante las controversias suscitadas, el planteo de L8Hospital I 
suscitd un nfimero importante de 'nypstigaciones. t ! I 
Se deberia esperar hasta la tlltitnq ddcads del 6. XIX, en la cual se 
publicaron 10s trabajos de Oliver Meaviside (1850-1925), para hallar I 
un marco tedricamente consistente que permitiera el ulterior desarro- 
< : * .  j. I a I 
1 lo del denominado calculo dif erL"cia1 e integrak f raccionario. 
fA.21 Lam baees tedricam dal AnAliois Fraccionario. 
Se postula la existencia de un operador del tipo: 
f(z) ,,_I. CD? f(z) 
1 
el cual estard definido sobre unq fsmilia de funciones f * s  de la va-. 1 
riable compleja z = x + iy a ser determinada; nos referiremos a c y v 
como a las variables de entrada (ambas complejas) y se asume que la a- 
plicacibn transformada es, igualmente, una funcidn de z .  Los operado- 
m 
res resultantes deberdn poseer las siguientes propiedadee: ! 
(1) Si f(z) fuere analitica, f(z) sera una funcibn analitica en I 
las variables v y z .  
( 2 )  Debe verificarse: 
(2.2) - dn CD;" f(z) = f(z) Y adem&. 
dz" 
I dm c~;" f(z)l 
dzm z =C 
I (3)  CD: C a f(z1 + g ( r )  1 = a C D ~  f(z) + CD: g(z) ( C  - linealidad). 













t A . 3 1  Existsncia de operadores fraccionariom. 
Se puede establecer la existencia de operadores fraccionarios de 
diversas maneras, algunas de las cuales esbozamos a continuacibn: 
fj E l  metodo de Euler [El 
Se considera la fdrmula siguienteo 
sX (x-t~~-' (t-a)'-* dt = (~-a)~+"* ae(v,p) 
a 
en la cual a, x son nos. reales y v, p son nos. complejos con parte 
real positiva. En particular, si v = n es un entero positivo tenemos: 
J t - a  dt = ( t-a )p + 5 9  
C1 
S (t-alp dt = ( t-a )p+' 
C1 c((p+l) 
I ( t-a)p+P-' dt = ( t-a lp+' + c p . . . (p+p-1) p . . (P+P) P+* 
con p = 0, I, ... , n-1. Haciendo c = ... = c = 0 resul tar 
i n 
S ( t-a)fl+P" d t  = r (P )  (t-a)P+P 
P . . . (p+p-1) r('+p+l) 
I 
t I - J ( t -s lP  (s -a)~- '  ds. B 
I . -  I-(p+l) a, Por 10 tanto, teniendo presente '(!2.2), y haciendo p = n-1 en l a  ex- I 
I I presidn anter ior  se definer 
r 
' X I 
a ~ x "  (x-a)'-' = S(x-t)"- '  (t-alp-' dt .  
r ( n )  a 
Civl 
donde, p. ej. f c L' (R ) ,  v s C y IR(v)>D.  
Loc I ,  
claramente, s i  f = f ( z )  fuersb una funcibn ana l i  t ica ,  l a  expresibn 
n 
Civ l  d e f i n i r i a  una funcibn ana l i t i ca  de l a s  var iables v y z. 
.[,a 
- r 




T)(V,Z) = - (r~;' f ( z )  E i  -m < (R(v) S -m+l, donde p = v + m. 
dzrn 7 
. . I 
Notemos que 0 < p S 1. En part icu lar ,  si -1 < R(v)  I 0 tenemos: 
her * 
I 
y as i  q def ine 1s extensibn ana l i t i ca  dm o~IV f ( z )  a l a  regidn R(v)>-1 
y es clrro, por o t ra  part@, que esta procaeo de extensibn puede conti- 
nuarse mediante un simple proceso inductive. En particular, si v = -1 
Cviil 
y es facil verificar la validez de la condicidn (2) de Cfi .23.  
La condicidn ( 3 )  es inmediata y, en cuanto a la ley de exponentes: 
Escribimos: 
= j ftxn) dxn J dxi ... d x  n-i 
a 
~ ( x " )  
n-i n-l i 
~ ( x " )  = {(xi, ... ,X c IRnd l xn S x 5 . 5 x C x 
n y (R(xn)( indica la medida de Lebesgue de R(xn), a I x 5 x. 
Se puede verificar facilmente que 
C i x l  
y escribimos entonces: 
C x l  
n n - i  
( R ( x " ) ~  n (x-x (n22) 
I- ( n - l l !  ' I  
F(x )  = S (x-t)"-' f ( t )  d t  
1 .  r ( n )  a 
1 
y, de aqui en mas, podemos repe t i r  e l  proceso de extensidn aplicado en 
el apartado anter ior.  
I I 
9 E l  mdtodo de Riemann-Ciouville CRi], [Li ] .  
~ 
Se considera l a  ecuacibn d i fe renc ia l  o rd inar ia  con condiciones i n i -  
ciales: [i I ! I 
I > I 
[ x i ]  y ( n B  = f ,  y ( a ~ = ~ " ' ( a )  = . . . = y  (a) = o .  I tn-1) 
Una base de soluciones del  sistema homog&neo asociado esta dada par I 
xk donde k = 0, 1, . . . , n-1. Aplicpnos 91 mhtod 7 de var iacidn de 10s' 
pardmetros en la bdsqueda de unatsoluci&n par t i cu la r  del  t i po r  
C x i i ]  yp(x) = cO(x) + c1(x) x + ... + c ( X I  xn-- 
I I n-1 
La matriz wronskiana c ~ r r e s ~ o n d i e n t e  es: 
C x i i i ]  
y si escribimos W(x) = (wiJ) se t i m e :  
Cxiv] 
Se puede ver que: 
Cxvl 
j-i 
s i O S i l j  Cn ,  
I \ 
en o t r a  caso, 
. -1: 1 1 . 8  I, 
para k s 0 ,  1, ... . n-1, de mod0 que 
y, reemplazando [ x v i l  en [ x i i l  vemos que: 
y estamos nuevamente en l as  condiciones de 10s apartados anteriores. 
4 E l  punto de v i s t a  de Nekrarsov (188Q) CNI. 
Se considera l a  celebre f6rmula de Cauchy: 
en l a  cual C es una curva cerrada suave, contenida en un dominio de l  
plano complejo sobre e l  cual f es ana l i t i ca .  
Es natura l  esc r ib i r :  
f x v i i i l  
F i jados z E C no nulo, lzl > > 0, consideremos l a  curva cerrada 
C cuya graf ica consiste en e l  segment0 de rec ta  que par te  de cero y C 
termina en e l  punto P = (1 - C 1 z 1-')r, seguido de l  c i r c u l o  centrado C 
en z de rad io  C recorr ido una vet, desde P en sentido ant i -horar io C '  
y, finalmente, una vez mas el segment0 original pero recorrido desde I 
P a1 origen. Vamos a consideraro c I 
Cxix 1 ca = expfaClnlC( + i Arg ( f ; ) 1 3  
con f; no nulo y -n I Arg (f;) < n. Podemos escribir: 
Cxxl 
Si se hace tender C a cero, la integral de la deracha se anulapd 
I 
toda vez que Re(v) < 0 ,  resultandor 
Cxxil 
y ,  en tarminos de la nomenclatura usada anteriormente, la expresidn 
C. v L  - 
anterior es D~ f(z), de rodc que ~xviii] define, efectivamente, una 
Z I 
diferenciacibn de orden fraccionario, 
t 5 El punto de vista de fl. 8aer & L. Rube1 
Sea G la clase de funciones complejas que son analiticas en un en- 
torno del eje real y en el infinito, donde tienen un cero. 
r , *  En particular, G S lL2(IR). 
Dadas f c G y  t 6 D?, se prueba entonces CG & R3 la existencia de una 
I 
finica funcibn entera F(z,t) de l a  var iab le z ,  de t i p 0  exponencial, con 
donde: 
[ x x i i i l  hF(B) = l i m  sup r-a log (F(reie)I. 
r -+a 
Dada f E G, Gaer & Rube1 definen entoncess 
[ x x i v l  D~ f ( t )  = Z !  F(z,t), z # -1, -2, - - -  
t 
generAndose, de esta manera, un Cdlculo Fraccionario consistente sobre 
l a  clase G, e l  cual demuestran que es coincidente con e l  Calculo de 
H. Weyl [ W l .  
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